7. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÌÅËÃÉÑ 7: óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ëÏÂÁÑÛÉ-èÉÔÞÉÎÁ É ÔÅÏ- ÒÅÍÁ âÏÇÏÍÏÌÏŒÁ.

7.1. óÉÇÎÁÔÕÒÁ É ÞÉÓÌÁ èÏÄÖÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ h^{p;q} := dim H^q(˙^pM) ÞÉÓÌÁ èÏÄÖÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M, ÚÁ b_i := dim H^i(M) ÅÇÏ ÞÉÓÌÁ âÅÔÔÉ.

éÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ Œ ÌÅËÃÉÉ 4, ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÐÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÇÏ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ). õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 7.1: ("œÙÒÏÖÄÅÎÉÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ æÒÅÌÉÈÅÒÁ") ðÕÓÔØ M { ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ. ôÏÇÄÁ b_i = ∑ p+q=i h

p;q.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: äÌÑ i = 1 ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ Œ ÌÅËÃÉÉ 4, ÄÌÑ i = 3 ÏÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ óÅÒÒÁ É ðÕÁÎËÁÒÅ. äÌÑ i = 2, ÏÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ i = 1; 3, É ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ

c_2(M) = ∑ (−1)^{p+q}h^{p;q} = ∑ (−1)^ib_i:

ËÏÔÏÒÏÅ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ ÐÕÞËÏŒ ( ⨁ i ˙^i(M); @) ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ÄÌÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ ÎÁ M, Á ÜÊÌÅÒÏŒÁ ÈÁÒÁËÔÅ- ÒÉÓÔÉËÁ ÐÕÞËÁ ÒÁŒÎÁ ÜÊÌÅÒÏŒÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÅÇÏ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ (ÄÏ- ËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.2. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ¸ ∈ H^2(M) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ ËÁË ÓÕÍÍÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ (2,0)-ÆÏÒÍÙ, (1,1)-ÆÏÒÍÙ É (0,2)-ÆÏÒÍÙ (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ).

æÏÒÍÕÌÁ èÏÄÖÁ ÄÌÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ÆÏÒÍÕ- ÌÙ ÉÎÄÅËÓÁ áÔØÉ-úÉÎÇÅÒÁ, É ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ:

fi(M) = ∑ p;q (−1)^qh^{p;q}:

äÌÑ ÎÅËÜÌÅÒÏŒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, h^{0;1} = h^{1;0} + 1. ÞÔÏ ÄÁÅÔ fi(M) = 2h^{2;0} − h^{1;1}. îÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ (2,0)- É (0,2)-ÆÏÒÍÁÈ, ÆÏÒÍÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ,

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2009 { 1 { version 1.0, 09.05.2009

ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ: ∫ M ¸ ∧ —¸ = ∫ M |¸|^2!^2

(Œ ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ èÏÄÖÁ-òÉÍÁÎÁ). á ÐÏÓËÏÌØËÕ fi(M) = 2h^{2;0} − h^{1;1}, ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H^{1;1}(M) ⊂ H^2(M) ËÌÁÓÓÏŒ, ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ (1,1)-ÆÏÒÍÁÍÉ, ÆÏÒÍÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ- ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ.

íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÏÌÅÚÎÙÊ ÆÁËÔ õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 7.3: ðÕÓÔØ M ÎÅËÜÌÅÒÏŒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, Á ¸ ∈ ~^{1;1}(M) - ÚÁÍËÎÕÔÁÑ (1,1)-ÆÏÒÍÁ. ôÏÇÄÁ ∫ M ¸ ∧ —¸ � 0, ÐÒÉÞÅÍ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ ¸ ÔÏÞÎÁÑ.

ðÕÓÔØ „; ∈ H^0(˙^1M) - ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ 1-ÆÏÒÍÙ. ôÏÇÄÁ „ ∧ — - ÚÁÍËÎÕ- ÔÁÑ (1,1)-ÆÏÒÍÁ, É Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ∫ „ ∧ — ∧ —„ ∧ = ∫ M |„ ∧ |^2!^2 � 0;

ÞÔÏ ÄÁÅÔ „ ∧ = 0. íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 7.4: ðÕÓÔØ M ÎÅËÜÌÅÒÏŒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, Á „; ∈ H^0(˙^1M) - ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ 1-ÆÏÒÍÙ. ôÏÇÄÁ „ ∧ = 0.

7.2. ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Ó b_1 ¿ 1

äÌÑ ËÜÌÅÒÏŒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ áÌØÂÁÎÅÚÅ Œ b_1(í)-ÍÅÒÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÔÏÒ. åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÎÅËÜÌÅÒÏŒÏ, ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÎÁÌÏÇ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ

H^0_d (˙^1M) ,→ H^1(M)

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ 1-ÆÏÒÍ Œ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ, É ÐÕÓÔØ

H_1(M) −→ H^0_d (˙^1M)^∗

{ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. œÚÑŒ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ Ó ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ

ı_1(M) −→ ı_1(M)=[ı_1(M); ı_1(M)] = H_1(M; Z) −→ H_1(M);

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2009 { 2 { version 1.0, 09.05.2009

ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ı_1(M)^˘−→ H^0_d (˙^1M)^∗.

ðÕÓÔØ ~M^ß−→ - ÎÁËÒÙÔÉÅ M, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ı^∗¸ ÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÚÁ- ÍËÎÕÔÏÊ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ 1-ÆÏÒÍÙ. œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ı^∗¸ = dffi, ÇÄÅ ffi { ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ~M .

œÙÂÅÒÅÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ⊂ H^0(O_{~M} ) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÔÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÄÅ òÁÍÁ

d : V −→ ˙^1( ~M)

ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ V ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ı^∗H^0_d (˙^1M) ÚÁÍËÎÕÔÙÈ, ÇÏ- ÌÏÍÏÒÄÎÙÈ 1-ÆÏÒÍ, ÐÏÄÎÑÔÙÈ Ó M. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~M^a−→ V^∗ = H^0_d (˙^1M)^∗: (7.2.1)

üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ ı_1(M), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÊ ÎÁ H^0_d (˙^1M)^∗ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ‚(x) = x−˘(‚) (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.5. íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

M^{Alb}−→ H^0_d (˙^1M)^∗=˘;

ÇÄÅ H^0_d (˙^1M)^∗=˘ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ, ÎÅ- ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. üÔÏ ÎÅËÜÌÅÒÏŒ ÁÎÁÌÏÇ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ áÌØÂÁ- ÎÅÚÅ. åÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÑŒÎÏ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ d Alb(x) = ⌟ x, ÇÄÅ x ∈ T_mM ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, Á ⌟ x ∈ H^0_d (˙^1M)^∗ ÆÏÒÍÁ, ÐÅÒÅŒÏÄÑ- ÝÁÑ „ ∈ H^0_d (˙^1M) Œ ⟨„; x⟩.

ôÅÏÒÅÍÁ 7.6: ðÕÓÔØ M - ÎÅËÜÌÅÒÏŒÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Ó b_1 > 1. ôÏÇÄÁ M ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏÅÎÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ûÁÇ 1: ðÏÓËÏÌØËÕ b_1 � 3, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÇÏÌÏ- ÍÏÒÆÎÙÈ 1-ÆÏÒÍ ÎÁ M ÎÅÐÕÓÔÏ. ðÕÓÔØ ˚ ⊂ T M { ÐÏÄÐÕÞÏË ËÁÓÁÔÅÌØ- ÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÎÕÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ˙^1M. œ ÓÉÌÕ óÌÅÄÓÔŒÉÑ 7.4, ˚ ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ 1.

ûÁÇ 2: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ áÌØÂÁÎÅÚÅ

M^{Alb}−→ H^0_d (˙^1M)^∗=˘;

ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ŒÙÛÅ. óÌÏÉ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ, É ÉÍÅÀÔ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 1, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÌÅÖÁÔ Œ ˚.^1 úÎÁÞÉÔ,

1üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (7.2.1).

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2009 { 3 { version 1.0, 09.05.2009

ÜÔÉ ÓÌÏÉ { ËÒÉŒÙÅ. ðÕÓÔØ C { ÏÂÝÁÑ ËÒÉŒÁÑ Œ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ S ËÒÉŒÙÈ, ÐÏ- ÌÕÞÅÎÎÙÈ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ôÏÇÄÁ (C; C) = (C; C^′) � 0, ÇÄÅ C^′ - ÄÒÕÇÁÑ ËÒÉŒÁÑ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, (C; C) � 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅËÜÌÅÒÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ËÁË ÄÏËÁÚÁÎÏ Œ ÌÅËÃÉÉ 1. úÎÁÞÉÔ, (C; C) = 0, É ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ËÒÉŒÙÅ Œ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ S ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. âÁÚÁ ÜÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊ- ÓÔŒÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÂÒÁÚ M Œ H^0_d (˙^1M)^∗=˘, ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÁ.

ûÁÇ 3: íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ M ÒÁÓÓÌÁÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁÄ ËÒÉŒÏÊ, ÚÎÁÞÉÔ, ÉÍÅÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 1. œ ìÅËÃÉÉ 1 ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 1, ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏÅÎÉÅ.

7.3. ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÁ VII Ó b_2 = 0.

æÁËÔÙ Ï ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÈ ËÌÁÓÓÁ VII, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÅ ÎÉÖÅ, ÄÏËÁÚÁÎÙ ëÏÄÁ- ÉÒÏÊ É éÎÕÜ (ÓÍ. [I] É ÓÓÙÌËÉ ÎÁ ÒÁÂÏÔÙ ëÏÄÁÉÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÔÁÍ ÓÏÄÅÒ- ÖÁÔÓÑ). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ëÏÄÁÉÒÙ É éÎÕÜ ÏÐÉÒÁÀÔÓÑ ÎÁ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ ëÏÄÁÉÒÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ ËÌÁÓÓÁ VII ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ëÏÄÁÉÒÙ −∞ (ÔÏ ÅÓÔØ ÂÅÚ ÓÅÞÅÎÉÊ ÐÌÀÒÉËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ) É Ó b_1 = 1.

ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ŒÅÝÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÒÁÚÕ ŒÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ b_1 = 1, b_2 = 0. Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÏÂÝÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ 4-ÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÊ. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÆÁËÔÙ Ï ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ "óÅÍÉÎÁÒÁÈ áÒÔÕÒÁ âÅÓÓÅ (1978-79)" ([B]) É Œ ÞÕÄÅÓÎÏÍ ÏÂÚÏÒÅ ôÀÒÉÎÁ [Ty].

ðÕÓÔØ M - ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Ó b_1 = 1, b_2 = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÜÊÌÅÒÏŒÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ∑ i(−1)^i dim H^i(M) ÒÁŒÎÁ c_2(M),

2b_0 − 2b_1 − b_2 = c_2(M) = 0:

æÏÒÍÕÌÁ òÉÍÁÎÁ-òÏÈÁ, ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ èÉÒ- ÃÅÂÒÕÈÏÍ, É ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ áÔØÉ-úÉÎÇÅÒÁ ÄÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ŒÙÒÁÖÁÅÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÕÀ ÜÊÌÅÒÏŒÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ

ffl(B) := ∑ i (−1)^i dim H^i(B)

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ B ËÁË ÐÏÌÉÎÏÍ ÏÔ ËÌÁÓÓÏŒ þÅÒÎÁ c_i(B) É c_i(M):

ffl(B) = rk B 12 (c_1(M)^2 + c_2(M)) + 1 2 c_1(B)c_1(M) + 1 2 (c_1(B)^2 − 2c_2(M)):

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2009 { 4 { version 1.0, 09.05.2009

äÌÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Ó b_1 = 1, b_2 = 0 c_1(M) = c_1(B) = 0, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ H^2(M) = 0. üÔÏ ÄÁÅÔ ffl(B) = −c_2(B). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÇÏÌÏ- ÍÏÒÆÎÙÈ i-ÆÏÒÍ É ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÅŒÕÀ ÇÏÌÏÍÏÒÆ- ÎÕÀ ÜÊÌÅÒÏŒÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ.

üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÞÉÓÌÁ èÏÄÖÁ h^{p;q} = dim H^q(˙^pM), ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. œ ÓÉÌÕ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ óÅÒÒÁ, h^{p;q} = h^{2−p;2−q}, Á h^{0;0} = h^{2;2} = 1 ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ M - ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. îÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÔØ 4 ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ èÏÄÖÁ

h^{1;0}; h^{0;1}; h^{0;2}; h^{1;1};

ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÙÅ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ h^{2;0} = 0. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ (2; 0)-ÆÏÒÍÙ ÚÁÍËÎÕÔÙ, Á, Œ ÓÉÌÕ b_2(M) = 0, ÔÏÞÎÙ, É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ∫ M ¸ ∧ —¸ = ∫ M |¸|^2!^2 (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÔÏÞÎÏÊ ÆÏÒ- ÍÙ ∫ M ¸ ∧ —¸ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ óÔÏËÓÁ.

œ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ M ÎÅËÜÌÅÒÏŒÏ, b_1(M) = 2h^{1;0} + 1, Á h^{0;1} = h^{1;0} + 1 (ŒÙŒÅÄÉÔÅ ÜÔÏ ÉÚ ÆÁËÔÏŒ, ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÎÁ ÌÅËÃÉÉ 4). íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ h^{1;0} = 0, Á h^{0;1} = 1. æÏÒÍÕÌÁ òÉÍÁÎÁ-òÏÈÁ-èÉÒÃÅÂÒÕÈÁ ÄÁÅÔ

0 = ffl(˙^1M) = h^{1;0} − h^{1;1} + h^{1;0} = −h^{1;1};

ÚÎÁÞÉÔ, h^{1;1} = 0.

íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÐÏÌÅÚÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÕÀ ëÏÄÁ- ÉÒÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 7.7: ðÕÓÔØ M - ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Ó b_1 = 1, b_2 = 0. ôÏÇÄÁ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ èÏÄÖÁ M ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ËÒÏÍÅ

h^{0;0} = h^{2;2} = h^{0;1} = h^{2;1} = 1:

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, c_2(M) = 0.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Œ ÒÁÂÏÔÅ éÎÕÜ ÓÏ ÓÓÙÌËÏÊ ÎÁ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ ëÏÄÁÉÒÙ. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍÙ âÕÈÓÄÁÌÑ-ìÁÍÁÒÉ ÍÏÖ- ÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÑÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 7.8: ëÏÎÅÞÎÏÅ ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÏÅ k-ÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ~M ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ M ÂÅÚ ËÒÉŒÙÈ É Ó b_1 = 1, b_2 = 0 ÉÍÅÅÔ b_1 = 1, b_2 = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ûÁÇ 1: ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÜÊÌÅÒÏŒÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ- ËÁ ÔÁËÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ çÁÕÓÓÁ-âÏÎÎÅ ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ÏÔ ËÒÉŒÉÚÎÙ, ÚÎÁÞÉÔ, c_2( ~M) = kc_2( ~M ) = 0. ðÏ- ÜÔÏÍÕ b_2( ~M) = 2b_1( ~M) − 2.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2009 { 5 { version 1.0, 09.05.2009

ûÁÇ 2: ~M ÎÅ ËÜÌÅÒÏŒÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ËÜÌÅÒÏŒÕ ÍÅÔÒÉËÕ ÍÏÖÎÏ ÕÓÒÅÄÎÉÔØ ÐÏ ÇÒÕÐÐÅ ` ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ ÎÁËÒÙÔÉÑ, É ÐÏÌÕÞÉÔØ `-ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÕÀ ËÜÌÅÒÏŒÕ ÍÅÔÒÉËÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ Ó ËÜÌÅÒÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ ÎÁ M.

ûÁÇ 3: œ ÎÁÞÁÌÅ ÌÅËÃÉÉ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÎÅËÜÌÅÒÏŒÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Ó h^{1;0}( ~M ) > 0 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÒÉŒÙÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÒÁÚ ËÒÉŒÏÊ ÐÒÉ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÎÁËÒÙÔÉÉ ÓÎÏŒÁ ËÒÉŒÁÑ, ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÏŒÁÌÏ ÂÙ, ÞÔÏ M ÔÏÖÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÒÉŒÙÅ. á ËÏÌØ ÓËÏÒÏ ~M ËÒÉŒÙÈ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ, ÉÍÅÅÍ h^{1;0}( ~M) = 0 É b_1( ~M) = 1. ðÏÜÔÏÍÕ b_2( ~M ) = 2b_1( ~M ) − 2 = 0.

7.4. ðÌÏÓËÉÅ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ É ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.9. óŒÑÚÎÏÓÔØ ∇ : B −→ B ⊗ ~^1(M) ÎÁ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ Ó ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÅÓÌÉ ee (0; 1)- ÞÁÓÔØ ∇^{0;1} B −→ B ⊗ ~^{0;1}(M) ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÑÈ B. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ∇^{0;1} ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ —@ É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÇÏÌÏ- ÍÏÒÆÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.10. ðÕÓÔØ (M; !) - ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ, ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Á B - ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ M. äÌÑ ËÁ- ÖÄÏÊ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ ÎÁ B ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÓŒÑÚ- ÎÏÓÔØ ∇ : B −→ B ⊗ ~^1(M), (0; 1)-ÞÁÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÇÏÌÏ- ÍÏÒÆÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÑÈ (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ). ôÁËÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÑÚ- ÎÏÓÔØ þÅÒÎÁ ÎÁ B.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 7.11: (ëÏÄÁÉÒÁ) ìÀÂÏÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅ- ÎÉÅ L ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ M Ó b_1 = 1, b_2 = 0 ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÕÀ ÐÌÏÓËÕÀ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÕÀ Ó ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ H^{1;1}_{BC} (M) ÏÄÎÏ- ÍÅÒÎÁ, É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÄÅ òÁÍÁ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ H^{0;1}(M)^d−→ H^{1;1}_{BC} (M) (ìÅËÃÉÑ 6). úÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ (1; 1)-ÆÏÒÍÙ^ ÎÁÊÄÅÔÓÑ @-ÚÁÍËÎÕÔÁÑ (1; 0)-ÆÏÒÍÁ ¸ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ d¸ = ^. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÜÔÏÔ ÁÒÇÕÍÅÎÔ Ë ÆÏÒÍÅ ^ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ þÅÒÎÁ ∇ ÎÁ L, É ÐÕÓÔØ ∇_1(l) := ∇(l) − l ⊗ ¸. ôÏÇÄÁ

∇^2_1 = ∇^2_1 − d¸ = ^ − ^ = 0;

Á (0; 1)-ÞÁÓÔØ ∇_1 ÔÁËÁÑ ÖÅ, ËÁË Õ ∇, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ¸ { (1,0)-ÆÏÒÍÁ. åÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÔÁËÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÍÙ ÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ËÁË ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2009 { 6 { version 1.0, 09.05.2009

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 7.12: ðÕÓÔØ M { ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Ó b_1 = 1, b_2 = 0. ôÏÇÄÁ Pic(M) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÇÒÕÐÐÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Hom(ı_1(M); C^∗). óÌÅÄÓÔŒÉÅ 7.13: ðÕÓÔØ M { ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Ó b_1 = 1, b_2 = 0. ôÏÇÄÁ ÐÌÀÒÉ- ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ K^i_M ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ≠ 0. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ K^i_M ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ, ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÐÌÏÓËÏÊ ÓŒÑÚ- ÎÏÓÔÉ { ËÒÕÞÅÎÉÅ, É ÐÏÓÌÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë i-ÌÉÓÔÎÏÍÕ ÎÁËÒÙÔÉÀ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ~M Ó b_1 = 1, b_2 = 0 É ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ËÁÎÏÎÉÞÅ- ÓËÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ. üÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ h^{2;0}( ~M ) = 0 (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.14. ðÕÓÔØ L - ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Ó b_1 = 1, b_2 = 0. ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ Pic(M) −→ Hom(ı_1(M); C^∗), ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ L ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÚÎÁÞÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Pic(M) −→ Hom(ı_1(M); R^∗).

7.5. æÉÌØÔÒÏŒÁÎÎÙÅ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÅ ÐÕÞËÉ É ÔÅÏ- ÒÅÍÁ âÏÇÏÍÏÌÏŒÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.15. ðÕÓÔØ M - ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, F { ËÏÇÅ- ÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË. ôÏÇÄÁ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÉÌØÔÒÏŒÁÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÕÞËÏŒ

0 = F_0 ⊂ F_1 ⊂ ::: ⊂ F_n = F;

ÐÒÉÞÅÍ rk F_i=F_{i−1} = 1.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.16. æÉÌØÔÒÕÅÍÙÅ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÕÞËÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌ- ÎÕÀ, ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.17. îÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, ŒÓÅ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÅ ÐÕÞËÉ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÆÉÌØÔÒÏŒÁÎÎÙÅ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.18. îÁ ÏÂÝÅÊ ÎÅÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ë3-ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ,

H^{1;1}(M) ∩ H^2(M; Z); H^1(M) = 0;

É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÊ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙ (ÐÒÏŒÅÒØ- ÔÅ ÜÔÏ). éÚ ÜÔÏÇÏ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ^1 ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ÔÁËÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÎÅÆÉÌØÔÒÕÅÍÏ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ).

1ï ÓÔÁÂÉÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ÓÍ. ÞÕÔØ ÎÉÖÅ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2009 { 7 { version 1.0, 09.05.2009

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.19. îÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ëÁÌÁÂÉ-üËÍÁÎÁ, ÌÀÂÏÊ ËÏÇÅÒÅÎÔ- ÎÙÊ ÐÕÞÏË ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÉÌØÔÒÕÅÍÙÍ.

ëÏÄÁÉÒÁ (Œ ÓÅÒÅÄÉÎÅ 1960-È) ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Ó b_1 = 1, b_2 = 0, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏŒÅÒÈ- ÎÏÓÔØÀ èÏÐÆÁ (ÆÁËÔÏÒÏÍ C^2\0 ÐÏ Z, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙ- ÍÉ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ). éÎÕÜ (1974) ÄÁÌ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ Ó b_1 = 1, b_2 = 0, ÂÅÚ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ É Ó ÆÉÌØÔÒÕÅÍÙÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ. ðÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÔÒÉ ÓÞÅÔÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÏŒÅÒÈ- ÎÏÓÔÅÊ, ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏŒÁÎÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÄÉÏÆÁÎÔÏŒÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. üÔÉ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ "ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ éÎÕÜ".

âÏÇÏÍÏÌÏŒ Œ 1976-Í ÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÌ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Õ ÌÀÂÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Ó b_1 = 1, b_2 = 0 ÆÉÌØÔÒÕÅÍÏÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. ôÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ âÏÇÏÍÏÌÏŒ ÚÁŒÅÒÛÉÌ ÒÁÂÏÔÕ ÐÏ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏ- ÓÔÅÊ Ó b_1 = 1, b_2 = 0. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ âÏÇÏÍÏÌÏŒÁ ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ÐÏÎÑÔÎÏÅ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÄÁÖÅ ÎÅÐÒÁŒÉÌØÎÏÅ, É ÔÅÏÒÅÍÕ âÏÇÏÍÏÌÏŒÁ ÐÏÔÏÍ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ ÐÅÒÅÄÏËÁÚÙŒÁÌÉ Œ 1990-Å ÇÏÄÙ, ÓÎÁÞÁÌÁ ìÉ-ñÕ-öÅÎØ (ÎÅÐÒÁŒÉÌØÎÏ), ÐÏ- ÔÏÍ ôÅÌÅÍÁÎ É ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ìÉ-ñÕ-öÅÎØ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÏ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÉÄÅÉ âÏÇÏÍÏÌÏŒÁ É ÍÅÔÏÄÙ ËÁÌÉÂÒÏŒÏÞÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Œ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ "ÔÅÏÒÅÍÁ âÏÍÂØÅÒÉ", ÓÍ. [I].

ìÅÍÍÁ 7.20: ðÕÓÔØ M - ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Ó b_1 = 1, b_2 = 0, ÂÅÚ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ, É Ó ÎÅÆÉÌØÔÒÕÅÍÙÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ. ôÏÇÄÁ ËÁÎÏÎÉ- ÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ K_M ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ûÁÇ 1: ðÏÓËÏÌØËÕ ˙^1M ÎÅ ÆÉÌØÔÒÕÅÔÓÑ,

H^0(˙^1M ⊗ L) = H^0(ô M ⊗ L) = 0

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ L. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ òÉÍÁÎÁ-òÏÈÁ, ffl(ô M ⊗ L) = 0, ÚÎÁÞÉÔ,

H^1(˙^1M ⊗ L) = H^1(ô M ⊗ L) = 0:

ûÁÇ 2: åÓÌÉ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ L ≠ K^{−1}_M ; O_M , ÔÏ H^0(L) = H^2(L) = 0 Œ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁ M ÎÅÔ ËÒÉŒÙÈ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ). ðÏ ÔÏÍÕ ÖÅ ÓÁÍÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ, H^1(L) = 0.

ûÁÇ 3: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÌÏÓËÕÀ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ∇_L ÎÁ L; ÏÎÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ, ËÁË ÄÏËÁÚÁÎÏ ŒÙÛÅ. ðÕÓÔØ C(L) - ÐÕÞÏË ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÓÔÏ- ÑÎÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÓÅÞÅÎÉÊ L. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÕÀ ÔÏÞÎÕÀ

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2009 { 8 { version 1.0, 09.05.2009

ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÇÄÅ ÂÕËŒÙ L; ˙^1(M) ⊗ LK_M ⊗ L ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÐÕÞËÉ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ.

0 −→ C(L) ,→ L^@−→ ˙^1(M) ⊗ L^@−→ K_M ⊗ L −→ 0: (7.5.1)

œ ÜÔÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÅ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ @ := ∇^{1;0} ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚ (1,0)-ÞÁÓÔÉ ÓŒÑÚ- ÎÏÓÔÉ ∇_L ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ìÅÊÂÎÉÃÁ; ÏÎ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ Œ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ∇ ÐÌÏÓËÁÑ. åÓÌÉ L ≠ O_M ; K_M ; K^{−1}_M , ÔÏ ËÏ- ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÐÕÞËÏŒ L; ˙^1(M) ⊗ L; K_M ⊗ L ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, É ÜÔÏÔ ËÏÍÐÌÅËÓ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÃÉËÌÉÞÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ÄÌÑ C(L). ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ H^i(C(L)) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i.

ûÁÇ 4: äÌÑ L = K_M , ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ (7.5.1) ÁÃÉËÌÉÞÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÞÌÅ- ÎÁÈ, ËÒÏÍÅ L (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ), ÚÎÁÞÉÔ, H^i(C(K_M )) = H^i(K_M ). íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ H^i(C(K_M )) = C ÄÌÑ i = 1; 2, É ÎÕÌÀ ŒÏ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ûÁÇ 5: äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ðÕÁÎËÁÒÅ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÄÁÅÔ H^i(C(L)) ∼= H^{4−i}(C(L)^∗). úÎÁÞÉÔ, H^i(C(K^{−1}_M )) = C ÄÌÑ i = 2; 3, É ÎÕÌÀ ŒÏ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ

ûÁÇ 6: ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ C(K_M ) = C( —K_M ), ÇÄÅ —K_M ÜÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ë ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍÕ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ). éÚ ÛÁÇÏŒ 4 É 5 ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ H^i(C(K_M )) ≠ H^i(C(K^{−1}_M )) = 0. úÎÁÞÉÔ, —K_M ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ K^{−1}_M . úÎÁÞÉÔ, —K_M ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ K_M (ÛÁÇ 3).

7.6. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ëÏÂÁÑÛÉ-èÉÔÞÉÎÁ

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ ëÏÂÁÑÛÉ-èÉÔÞÉÎÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ËÎÉÇÅ ìÀÂËÅ-ôÅÌÅÍÁÎÁ [LT1] (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [LT2]). åÇÏ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÅÏÒÅ- ÍÁ äÏÎÁÌØÄÓÏÎÁ-õÌÅÎÂÅË-ñÕ, ÐÏ ÉÍÅÎÉ äÏÎÁÌØÄÓÏÎÁ (ÄÏËÁÚÁŒÛÅÇÏ ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÄÌÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ) É õÌÅÎÂÅË-ñÕ, ÞØÅ ÄÏËÁ- ÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÜÌÅÒÏŒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. äÌÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏ- ÓÔÅÊ Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ çÏÄÕÛÏÎÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ëÏÂÁÑÛÉ-èÉÔÞÉÎÁ ÄÏËÁÚÁÎÏ âÕÈÓÄÁÌÅÍ, ÄÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ - ìÉ É ñÕ ([LY]).

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ (M; !) - ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÓÎÁÂ- ÖÅÎÎÏÅ ÍÅÔÒÉËÏÊ çÏÄÕÛÏÎÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.21. äÌÑ ÄŒÕÈ ÒÁÚÎÙÈ ÍÅÔÒÉË h É h_1 ÎÁ B, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÉÅ ÆÏÒÍÙ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÄÌÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ þÅÒÎÁ ÓÏÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ËÁË

^_h = ^_{h1} + ∇∇^c log(hh^{−1}_1 );

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2009 { 9 { version 1.0, 09.05.2009

ÇÄÅ log(hh^{−1}_1 ) - ÓÅÞÅÎÉÅ End(B), ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏŒÁÎÉÅÍ End(B)-ÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ hh^{−1}_1 , ÇÄÅ ∇^c = −I∇I, Á ∇ - ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓŒÑÚÎÏ- ÓÔÉ, ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÎÙÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÄÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

∇ : B ⊗ ~^i(M) −→ B ⊗ ~^{i+1}(M):

œÙŒÅÄÉÔÅ ŒÙÛÅÐÒÉŒÅÄÅÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ËÒÉŒÉÚÎÙ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.22. éÚ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÌÅÄÕÅÔ

Tr ^_h = Tr ^_{h1} + dd^c Tr log(hh^{−1}_1 );

ÇÄÅ Tr { ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÌÅÄÁ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ End(B)-ÚÎÁÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ Œ C^∞(M)-ÚÎÁÞÎÙÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ∫ M Tr ^_h ∧ !^{n−1} = ∫ M Tr ^_{h1} ∧ !^{n−1}:

ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ h. üÔÏ ÞÉÓÌÏ deg_! B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÑ B.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.23. œ ËÜÌÅÒÏŒÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ÓÔÅÐÅÎØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅ- ÓËÉÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ. äÌÑ ÎÅËÜÌÅÒÏŒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, deg_! B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎ- ŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ B. äÌÑ ËÜÌÅÒÏŒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, deg_! B ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. äÌÑ ÎÅËÜÌÅÒÏ- ŒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, deg_! B ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÏÎÔÉÎÕÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.24: ðÕÓÔØ F - ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÎÁ M, Á M^′−→ M - ÒÁÚÄÕÔÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ^∗F ÇÌÁÄËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ deg_! F := ∫ M^′

Tr ^∗_F ∧ ^∗!^{n−1}

ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.25. ðÕÓÔØ B - ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. ðÏÄÐÕÞÏË F ⊂ B ÒÁÎÇÁ rk F < rk B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ slope(F ) � slope(B); ÇÄÅ slope (ÎÁËÌÏÎ) ÐÕÞËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

slope(F ) := deg_! F rk F : òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅÍ ÎÅÔ ÄÅÓÔÁÂÉÌÉÚÉ- ÒÕÀÝÉÈ ÐÏÄÐÕÞËÏŒ, É ÐÏÌÉÓÔÁÂÉÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ B = ⨁ i B_i, ÇÄÅ ŒÓÅ B_i ÓÔÁÂÉÌØÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Ó slope(B) = slope(B_1) = slope(B_2) = :::

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2009 { 10 { version 1.0, 09.05.2009

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.26. üÒÍÉÔÏŒÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÎÁ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ ñÎÇ-íÉÌÌÓÁ, ÅÓÌÉ ËÒÉŒÉÚÎÁ ^_B ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÅÔ ~^_B = const Id_B , ÇÄÅ

~ : ~^{1;1}(M) ⊗ End B −→ End B (7.6.1)

ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ Ë ” −→ ” ∧ !.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.27. ëÏÎÓÔÁÎÔÁ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ 7.6.1 ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁ- ËÌÏÎ slope(B) ËÁË const =^1_{(n−1)!} slope B (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ).

ôÅÏÒÅÍÁ 7.28: (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ëÏÂÁÑÛÉ-èÉÔÞÉÎÁ, ÓÍ. [LT1], [LY]). ðÕÓÔØ B - ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÅÍ Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ çÏÄÕÛÏÎÁ. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ B ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ñÎÇíÉÌÌÓÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÐÏÌÉÓÔÁÂÉÌØÎÏ, ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÅÓØÍÁ ÔÒÕÄÎÏ, É ÍÙ ÅÇÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.29. íÅÔÒÉËÁ ñÎÇ-íÉÌÌÓÁ ÎÁ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÍ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÎÁ ÐÏÌÉÓÔÁÂÉÌØÎÏÍ - ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ÓÌÁ- ÇÁÅÍÙÈ.

7.7. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ âÏÇÏÍÏÌÏŒÁ

ðÕÓÔØ M ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Ó ÎÅÆÉÌØÔÒÕÅÍÙÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÅÍ. ôÏÇÄÁ Õ T M ÎÅÔ ÎÉËÁËÉÈ ÐÏÄÐÕÞËÏŒ ÒÁÎÇÁ 1, É ÕÓÐÏŒÉÅ ÓÔÁ- ÂÉÌØÎÏÓÔÉ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÎÁ T M ÍÅÔÒÉËÕ ñÎÇ-íÉÌÌÓÁ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 7.30: ("L-ubke vanishing") ðÕÓÔØ B - ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÕÌÅŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÐÒÉÞÅÍ c_1(B) = c_2(B) = 0, Á ∇ - ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ñÎÇ-íÉÌÌÓÁ. ôÏÇÄÁ ∇ ÐÌÏÓËÁÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÏÓËÏÌØËÕ ∇ - ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ñÎÇ-íÉÌÌÓÁ, ÅÅ ËÒÉŒÉÚ- ÎÁ ^ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁ !.

ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÏÊ, u(B)-ÚÎÁÞÎÏÊ (1,1)-ÆÏÒÍÙ ^ ÎÁ M, Tr(^^2) = −^1_2 |^|^2!^2 (ÜÔÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÔÅÍ ÖÅ ÓÁÍÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉ- ÅÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ èÏÄÖÁ-òÉÍÁÎÁ

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2009 { 11 { version 1.0, 09.05.2009

ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Œ ÌÅËÃÉÉ 4). éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ çÁÕÓÓÁ-âÏÎÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÆÏÒÍÙ Tr(^^2) ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ËÁË

[Tr(^^2)] = 2c_2(B) − rk B − 1 rk B c_1(B)^2:

ðÏÜÔÏÍÕ

c_2(B) = − 1 2 ∫ M |^|^2!^2;

Á ÐÏÓËÏÌØËÕ c_2(B) = 0, ^ = 0.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.31. óÔÅÐÅÎØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÉ ÒÁŒÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ ÅÅ ÁÎÔÉËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ), ÚÎÁ- ÞÉÔ, T M ⊗ K^{−1}_M ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ.

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÏÔ ÁÒÇÕÍÅÎÔ Ë T M ⊗ K_M ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Ó b_1 = 1, b_2 = 0, É ÐÏÌØÚÕÑÓØ c_2(M) = 0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÌÏÓËÕÀ ÕÎÉÔÁÒÎÕÀ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÎÁ T M ⊗K_M . îÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ K_M ÅÓÔØ ÐÌÏÓËÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÅÊ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÏÍÂØÅÒÉ. úÎÁÞÉÔ, ÎÁ T M ÅÓÔØ ÐÌÏÓËÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ∇, ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÑ ` ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÉÔ Œ R^{¿0} · U(2). ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÏ- ÎÏÄÒÏÍÉÑ ÜÔÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑÍÉ ` ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ R^{¿0} · SU(2).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.32. ðÌÏÓËÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ∇ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ. œ ÜÔÏÍ ÌÅÇ- ËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ŒÚÑŒ ÎÁ M ÌÏËÁÌØÎÏ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ. ëÒÕÞÅÎÉÅ T : ~^2T M −→ T M ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÐÏÌÑ Œ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ∇ ÐÌÏÓËÁÑ. úÎÁÞÏÔ, T ÅÓÔØ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ K^{−1}_M −→ T M. ôÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ T M ÎÅ ÆÉÌØÔÒÏŒÁÎÎÏÅ.

çÒÕÐÐÁ R^{¿0} · SU(2) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ GL(1; H), Á ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ∇ ÓÏÈÒÁ- ÎÑÅÔ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁ M.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.33. ðÕÓÔØ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÚÁÄÁÎÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÁÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ I; J; K ∈ End T M, ÐÒÉÞÅÍ I; J; K ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ

I^2 = J^2 = IJK = − Id_{T M} :

ôÏÇÄÁ (M; I; J; K) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2009 { 12 { version 1.0, 09.05.2009

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.34. óŒÑÚÎÏÓÔØ ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÁÑ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ- ÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ I; J; K ∈ End T M, ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÜÔÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÁÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. äÌÑ ÅÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ I; J; K ÂÙÌÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍÉ.

íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÔÁËÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 7.35: ðÕÓÔØ M - ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Ó b_1 = 1, b_2 = 0, ÂÅÚ ËÒÉŒÙÈ, É Ó ÎÅÆÉÌØÔÒÕÅÍÙÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ. ôÏÇÄÁ M ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÇÉÐÅÒËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ.

íÙ ÔÅÐÅÒØ ÍÏÖÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ âÏÇÏÍÏÌÏŒÁ

ôÅÏÒÅÍÁ 7.36: ðÕÓÔØ M - ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Ó b_1 = 1, b_2 = 0, É ÂÅÚ ËÒÉŒÙÈ. ôÏÇÄÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ T M ÆÉÌØÔÒÕÅÍÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ âÏÇÏÍÏÌÏŒÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÇÉÐÅÒËÏÍÐÌÅË- ÓÎÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ (Ch. P. Boyer), ËÏÔÏÒÁÑ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÕÞÅÎÁ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ. éÚ ÎÅÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÇÉÐÅÒËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈ- ÎÏÓÔØ M - ÜÔÏ ÌÉÂÏ ÔÏÒ, ÌÉÂÏ ë3, ÌÉÂÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ èÏÐÆÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ M ÎÅËÜÌÅÒÏŒÁ, ÜÔÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ èÏÐÆÁ. îÏ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ èÏÐÆÁ, ËÏ- ÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÔØ ËÒÉŒÙÅ, ÞÔÏ ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

úÁÄÁÞÉ.

úÁÄÁÞÁ 7.1. ðÕÓÔØ M - ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Ó b_2 = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ M ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÐÌÏÓËÕÀ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ, ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÕÀ Ó ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ. âÕÄÅÔ ÌÉ ÜÔÁ ÓŒÑÚ- ÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ?

úÁÄÁÞÁ 7.2. ðÕÓÔØ M - ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ èÏÐÆÁ ŒÉÄÁ C^2\0=Z, ÇÄÅ Z ÄÅÊ- ÓÔŒÕÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ q ∈ C, |q| > 1. äÌÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÅÔÒÉËÉ çÏÄÕÛÏÎÁ ÎÁ M ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÀÂÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 7.3. ðÕÓÔØ B - ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÓÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ ñÎÇíÉÌÌÓÁ, Á B^′ ⊂ B ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ slope B^′ � slope B, ÐÒÉÞÅÍ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ B^′ - ÐÒÑÍÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ B.

õËÁÚÁÎÉÅ 7.37. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ŒÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÙ ËÒÉ- ŒÉÚÎÙ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2009 { 13 { version 1.0, 09.05.2009

úÁÄÁÞÁ 7.4. ðÕÓÔØ í ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Ó c_1; c_2 = 0, É b_1 = x. îÁÊÄÉÔÅ b_2(M).

úÁÄÁÞÁ 7.5. ðÕÓÔØ í ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Ó c_1 = 0; c_2 = Ë, É b_1 = 1. îÁÊÄÉÔÅ b_2(M).

úÁÄÁÞÁ 7.6. ðÕÓÔØ B - ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ Ó b_2 = 0, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ËÁË ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ B ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÐÌÏÓËÕÀ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ, ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÕÀ Ó ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 7.7. ðÕÓÔØ M - ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Ó b_1 = 1, b_2 = 0, Á C ⊂ M - ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉŒÁÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÁÑ.

úÁÄÁÞÁ 7.8. ðÕÓÔØ M { ÎÅËÜÌÅÒÏŒÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ÇÌÁÄËÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÁÑ ÎÁÄ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÓÏ ÓÌÏÅÍ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ (ÔÁËÁÑ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ëÏÄÁÉÒÙ). îÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÁ âÅÔÔÉ M. ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ:

[B] áÒÔÕÒ âÅÓÓÅ (ÒÅÄ.), þÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÁÑ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ: ÓÅÍÉÎÁÒ áÒ- ÔÕÒÁ âÅÓÓÅ (1978-1979), ÉÚÄ. íÉÒ, 1985, íÏÓËŒÁ (ÂÉÂÌÉÏÔÅËÁ "ëÏÌÈÏÚ").

[I] M. Inoue, On surfaces of class VII_0, Inventiones math., 24 (1974), 269-310.

[LY] Li, Jun, and Yau, S.-T., Hermitian Yang-Mills connections on non-Kahler manifolds, in \Mathematical aspects of string theory" (S.T. Yau ed.), World Scienti˛c Publ., London, 1987, pp. 560-573.

[LT1] L-ubke, M., Teleman, A., The Kobayashi-Hitchin correspondence, World Scienti˛c Publishing Co., Inc., River Edge, NJ, 1995. x+254 pp

[LT2] L-ubke, M., Teleman, A., The universal Kobayashi-Hitchin correspondence on Hermitian manifolds, math.DG/0402341, 90 pages.

[Ty] á. î. ôÀÒÉÎ áÌÇÅÂÒÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÁÓÐÅËÔÙ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ. 1. ðÏÌÉÎÏÍÙ äÏÎÁÌØÄÓÏÎÁ, õÓÐÅÈÉ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ îÁÕË, 1989, ÔÏÍ 44, ŒÙÐÕÓË 3(267), ÓÔÒÁÎÉÃÙ 93-143.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2009 { 14 { version 1.0, 09.05.2009