3. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÌÅËÃÉÑ 3: óÉÌØÎÙÊ ÐÒÉÎÃÉÐ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ É ÍÅÔÒÉËÉ çÏÄÕÛÏÎÁ

ïÓÎÏŒÙ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ (ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÓÐÅË- ÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÏÓÔØ) ÉÚÌÁÇÁÀÔÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÕÔ: [V]. ôÅÏÒÅÍÁ çÏÄÕÛÏÎÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ Œ ÅÇÏ ÓÔÁÔØÅ [G], ÅÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏÓÔÕÐÎÏ Œ [IP]. ï ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÍÅÔÒÉË çÏÄÕÛÏÎÁ Ë ÔÅÏÒÉÉ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏ- ÅÎÉÊ ÅÓÔØ ÓÏÔÎÉ ÓÔÁÔÅÊ; Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÓÙÌËÉ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ËÎÉÇÁ ìÀÂËÅ É ôÅÌÅÍÁÎÁ [LT]. ïÓÎÏŒÎÁÑ ÓÓÙÌËÁ ÎÁ ÔÅÏÒÉÀ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅ- ÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ - ËÎÉÇÁ \çÉÌÂÁÒÇ É ôÒÕÄÉÎÇÅÒ\ [GT], ÉÚÌÀÂÌÅÎÎÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉËÁÍÉ. ðÒÉÎÃÉÐ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÉÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÔÁÍ ŒÅÓØÍÁ ÐÏÎÑÔÎÏ.

äÏËÁÚÙŒÁÔØ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÔÅÏÒÉÉ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ (Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ŒÓÅ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÙ) ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ, ÎÏ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÅÅ ÅÓÔØ ÔÕÔ: [V].

3.1. óÉÍŒÏÌ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, M ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. ðÕÓÔØ R - ËÏÌØÃÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. k-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ D ÉÚ ËÏÌØÃÁ R Œ R-ÍÏÄÕÌØ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ R) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ:

D(xy) = yD(x) + xD(y)

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÌÀÂÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÚÁÄÁÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÎÁ ËÏÌØÃÅ C^∞(M).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.2. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ËÏÌØÃÁ C^∞(M) ËÏÌØÃÁ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÜÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁ M. üÔÏ - ÏÄÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ŒÅËÔÏÒ- ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.3: äÏËÁÖÉÔÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÄÒÕ- ÇÉÈ, ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ŒÁÍ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2009 { 1 { version 1.0, 21.04.2009

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.4. ðÕÓÔØ R - ËÏÌØÃÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ- ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ 0 | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R^v−→ R, ËÏÔÏÒÏÅ R-ÌÉÎÅÊÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ r ∈ R Œ v(1)r. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÏŒ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Di¸^0(R). äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ i > 0 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏ, Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÏŒ ÐÏÒÑÄËÁ i − 1. á ÉÍÅÎÎÏ, ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ k-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ a ∈ Di¸^i(R), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ∈ Di¸^0(R), ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [a; v] ÌÅÖÉÔ Œ Di¸^{i−1}(R). íÙ ÉÍÅÅÍ ÃÅÐÏÞËÕ ŒÌÏÖÅÎÉÊ

Di¸^0(R) ⊂ Di¸^1(R) ⊂ Di¸^2(R) ⊂ :::

ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ Di¸^i(R) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. ëÁË ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ ÎÅÍÎÏÇÏ ÐÏÇÏÄÑ, Di¸^∗(R) ÏÂÒÁÚÕ- ÅÔ ÁÌÇÅÂÒÕ (ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ, ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ). äÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ ËÏÌØÃÅ C^∞M ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÁÌØÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÎÁ í, É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ Di¸^∗(M).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.5. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÕ- ÌÅŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ M - ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÙ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ - ÓÕÍÍÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ É ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.6. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ- ÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÉÚ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ R Œ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ R. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ - R-ÌÉÎÅÊÎÙÅ, ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ i-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ - ÔÁËÉÅ, ËÏÍ- ÍÕÔÁÔÏÒ ËÏÔÏÒÙÈ Ó ÌÀÂÙÍ R-ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÄÁÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ i − 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.7. îÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏ- ÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ { ÜÔÏ ÐÒÑÍÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ. œÅËÔÏÒ- ÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË C^∞M-ÍÏÄÕÌÉ, ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÊ. œÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ CW-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÞÁÓÔÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÀÔÓÑ ËÁË ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ C^∞M (ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÌÀÂÏÍÕ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍÕ ŒÁÍ). œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁ- ÃÉÉ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Œ ÄÒÕÇÏÅ ÍÏÖ- ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ C^∞M-ÍÏÄÕÌÑÈ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.8. (œÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ) ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÅ V ÅÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V_0 ⊂ V_1 ⊂ V_2 ⊂

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2009 { 2 { version 1.0, 21.04.2009

::: ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ⋃ V_i = V . æÉÌØÔÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ A Ó ÆÉÌØÔÒÁÃÉÅÊ A_0 ⊂ A_1 ⊂ A_2 ⊂ ::: ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ A_i · A_j ⊂ A_{i+j} .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.9. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ i-ÇÏ É j- ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË � i + j (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ). üÔÏ ÚÁÄÁÅÔ ÆÉÌØÔÒÁ- ÃÉÀ Di¸^0(R) ⊂ Di¸^1(R) ⊂ Di¸^2(R) ⊂ :::

ÎÁ ËÏÌØÃÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁÄ R.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.10: ðÕÓÔØ D^i ∈ Di¸^i(R), D^j ∈ Di¸^j(R) - ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [D^i; D^j ] ÌÅÖÉÔ Œ Di¸^{i+j−1}(R).

õËÁÚÁÎÉÅ 3.11. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ É ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ

[v; D^iD^j] = [v; D^i]D^j + D^i[v; D^j ]

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.12. ðÕÓÔØ A = ⋃ i A_i - ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÆÉÌØ- ÔÒÁÃÉÅÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ⨁ i A_i=A_{i−1}. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ⨁ i A_i=A_{i−1} ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏŒ a mod A_{i−1} É b mod A_{j−1} ÄÁŒÁÌÏ ab mod A_{i+j−1}. üÔÏ ÚÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÒÁÄÕÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁ ⨁ i A_i=A_{i−1} (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ). ôÁËÁÑ ÁÌ- ÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÆÉÌØ- ÔÒÏŒÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.13. éÚ õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 3.10 ÌÅÇËÏ ŒÙŒÅÓÔÉ, ÞÔÏ ÐÒÉÓÏÅÄÉ- ÎÅÎÎÁÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ë ÁÌÇÅÂÒÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÏŒ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ. üÔÁ ÁÌÇÅÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.14: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

Di¸^i(M)= Di¸^{i−1}(M)

ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ C^∞M. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÓÅ- ÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Sym^i T M { i-Ê ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

õËÁÚÁÎÉÅ 3.15. äÌÑ i = 1, ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÉÚ ÑŒÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁ- ÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (ÜÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÏŒÁÎÉÑ ÐÌÀÓ C^∞M-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, Á ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ - ÜÔÏ É ÅÓÔØ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ). äÌÑ i > 1, ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2009 { 3 { version 1.0, 21.04.2009

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.16: ðÕÓÔØ R = C^∞M. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ÓÉÍŒÏ- ÌÏŒ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁ M ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ËÏÌØÃÕ ÆÕÎËÃÉÊ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ T^∗M, ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÎÁ ŒÓÅÈ ÓÌÏÑÈ T^∗_x M

õËÁÚÁÎÉÅ 3.17. üÔÏ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.18. ðÕÓÔØ D ∈ Di¸^i(M) - ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ i-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. åÇÏ ÓÉÍŒÏÌ ÜÔÏ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ Œ Di¸^i(M)= Di¸^{i−1}(M) = Sym^i T M. çÌÁŒÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÔÏÔÁÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ T^∗M, ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ (É ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ i) Œ ÓÌÏÑÈ T^∗M. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÒÏÓÔÏ ÓÉÍŒÏÌ D.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.19. œÓÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ ÉÚ C^∞M Œ ÓÅÂÑ ÍÏÖÎÏ ÐÏŒÔÏÒÉÔØ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÉÚ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Œ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Di¸^∗(F; G) ÑŒÌÑÅÔÓÑ Di¸^∗(M)- ÍÏÄÕÌÅÍ Ó ÆÉÌØÔÒÁÃÉÅÊ, É ÅÇÏ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ Sym^∗ T M ⊗ Hom_C∞_M (F; G)

(ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ). åÓÌÉ D : F −→ G { ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ i-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÈ, ÅÇÏ ÓÉÍŒÏÌ { ÓÅÞÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Sym^i T M ⊗ Hom(F; G). íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÓÉÍŒÏÌ D ÅÇÏ ËÁË Hom(F; G)-ÚÎÁÞÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ T^∗M, ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ (É ÏÄÎÏÒÏÄ- ÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎÉ i) ÎÁ ÓÌÏÑÈ T^∗M.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.20. ðÕÓÔØ D : F −→ G { ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ i-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÒÁÎÇÁ. D ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÓÉÍŒÏÌ ÏÂÒÁÔÉÍ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ∈ T^∗M, ÌÅÖÁÝÅÊ ŒÎÅ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ T^∗M.

3.2. æÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.21. ðÕÓÔØ V_1, V_2 - ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÎÏÒÍÏÊ. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ E : V_1 −→ V_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ |E(v)| |v| < C (3.2.1)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ v ∈ V_1.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2009 { 4 { version 1.0, 21.04.2009

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.22: äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÉÚ V_1 Œ V_2 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.23. îÏÒÍÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ- ÓÑ ËÁË ÉÎÆÉÍÕÍ ŒÓÅÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ C, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ (3.2.1). éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÏÒÍÁ |E| ÜÔÏ ÓÕÐÒÅÍÕÍ |E(v)| ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ {v ∈ V_1 | |v| = 1}.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.24. äÏŒÏÌØÎÏ ÞÁÓÔÏ ÔÅÒÍÉÎ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÐÏ- ÔÒÅÂÌÑÀÔ ËÁË ÓÉÎÏÎÉÍ Ë ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ.

îÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÐÒÅËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔ- ÎÏ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.25. ðÕÓÔØ V_1, V_2 - ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÎÏÒÍÏÊ. ïÐÅÒÁÔÏÒ E; V_1 −→ V_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ- ÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÅËÏÍÐÁËÔÅÎ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.26. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F : H_1 −→ H_2 ÎÁ ÇÉÌØ- ÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÙÍ (Fredholm), ÅÓ- ÌÉ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÚÁÍËÎÕÔ, Á ÑÄÒÏ É ËÏÑÄÒÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.27: ðÕÓÔØ F : H_1 −→ H_2 { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ.

Á. • F ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ

Â. • óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ G : H_2 −→ H_1 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ F G = Id_{H1} +K_1, GF = Id_{H2} +K_2, Á ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ K_1, K_2 ËÏÍÐÁËÔÎÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.28: ðÕÓÔØ F : H_1 −→ H_2, G : H_2 −→ H_3 - ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ- ÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ.

Á. • äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ GF ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ, ÅÓÌÉ F É G ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÙ.

Â. • ðÕÓÔØ GF É F G ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F É G ÏÂÁ ÆÒÅÄ- ÇÏÌØÍÏŒÙ.

Œ. • äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ É ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÓÎÏŒÁ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÁ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2009 { 5 { version 1.0, 21.04.2009

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.29. éÎÄÅËÓÏÍ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÞÉÓÌÏ dim ker F − dim coker F:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.30: äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ F^′ = F + K ÒÁŒÅÎ ÉÎÄÅËÓÕ F , ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ K : H_1 −→ H_2. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.31: éÎÄÅËÓ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎ Ó ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ:

ind(F G) = ind F + ind G: (3.2.2)

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 3.32: ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F : H −→ H ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ. ôÏ- ÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ " > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ G ∈ End(H), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÇÏ |G − F | < ", ÏÐÅÒÁÔÏÒ G ÔÁËÖÅ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ G_1 = G − F . åÓÌÉ F ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ, ÉÍÅÅÍ

(Id_H + G_1)^{−1} = Id_H − G_1 + G^2_1 − G^3_1 + :::

ÐÒÉÞÅÍ ÒÑÄ Id_H − G_1 + G^2_1 − G^3_1 + ::: ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ |G_1| < 1. äÌÑ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÇÏ F , ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 3.27, ÎÁÊÄÅÍ F_1 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ F F_1 = Id_H +K, É ÚÁÐÉÛÅÍ

GF_1 = (G_1 + F )F_1 = Id_H +K + G_1F_1

ÇÄÅ F_1 - ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ F F_1 = Id_H +K É F_1F = Id_H +K^′. îÏÒÍÁ G_1F_1 ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ |F_1||G_1|. œ ÓÉÌÕ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÑ, ÄÌÑ |G_1| < |F_1|^{−1}, ÏÐÅÒÁÔÏÒ Id_H +G_1F_1 ÏÂÒÁÔÉÍ, É ÏÐÅÒÁÔÏÒ GF_1 = Id_H +K + G_1F_1 + ë ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ. ôÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ F_1G ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ ÔÏÖÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.33: ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ ÖÅ ÓÁÍÙÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅÍ, ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. ðÕÓÔØ F : H_1 −→ H_2 ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ " > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ G ∈ Hom(H_1; H_2), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÇÏ |G − F | < ", G ÔÏÖÅ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 3.34: ðÕÓÔØ F : H_1 −→ H_2 ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ôÏ- ÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ " ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ G ∈ Hom(H_1; H_2), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÀÝÅÇÏ |G − F | < ", ÉÎÄÅËÓÙ G É F ÒÁŒÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: œÏÚØÍÅÍ F_1 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ F F_1 = Id_H +K, É ÐÏÌÕÞÉÍ

GF_1 = Id_H +K + (G − F )F_1

ïÐÅÒÁÔÏÒ Id_H +(G − F )F_1 ÏÂÒÁÔÉÍ ÄÌÑ |(G − F )| < |F_1|^{−1}, ÚÎÁÞÉÔ, ÉÍÅÅÔ ÉÎÄÅËÓ 0, Á ÏÐÅÒÁÔÏÒ Id_H +(G − F )F_1 + K ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÉÎÄÅËÓ,

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2009 { 6 { version 1.0, 21.04.2009

ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÔ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. úÎÁÞÉÔ, ÉÎÄÅËÓ GF_1 ÒÁŒÅÎ ÉÎÄÅËÓÕ F F_1. œ ÓÉÌÕ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÉÎÄÅËÓÁ (3.2.2), ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ind F = ind G.

íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÏÔËÒÙÔÏ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁ- ÄÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F −→ ind F ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ.

3.3. üÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ É ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÉÎ- ÄÅËÓÅ

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, M ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÇÌÁÄËÏÅ, ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ, ÒÉÍÁÎÏŒÏ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÅ.

ðÒÉÍÅÒ 3.35: ðÕÓÔØ M - ÒÉÍÁÎÏŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ïÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ ´ : C^∞M −→ C^∞M, ´(f) = d^∗df { ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. åÇÏ ÓÉÍŒÏÌ ÒÁŒÅÎ ÔÅÎÚÏÒÕ òÉÍÁÎÁ g ∈ Sym^2 T M (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.36. ðÕÓÔØ F - ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÓÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ É ÍÅÔÒÉËÏÊ ÎÁ M. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÏÂÏÌÅŒÓËÕÀ ÎÏÒÍÕ, ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÓÏ ÓŒÑÚ- ÎÏÓÔØÀ É ÍÅÔÒÉËÏÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÅÞÅÎÉÊ F ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

|f|^2_s = s∑ i=0 ∫ |∇^if| Vol ÇÄÅ ∇^i : F −→ F ⊗ ~^1M ⊗ :::

i ÒÁÚ

i-Ñ ÓÔÅÐÅÎØ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ, Á | · | - ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ F ⊗ ~^1M ⊗ :::

i ÒÁÚ

, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÎÁ M É F . óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÇÉÌØ-

ÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ L^2_s(F ).

ôÅÏÒÅÍÁ 3.37: (ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÔÅÏÒÉÉ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ) ðÕÓÔØ D : F −→ G { ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ i-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ðÒÏÄÏÌ- ÖÉÍ D ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÄÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ L^2_s(F ) Œ L^2_{s−i}(G). ôÏÇÄÁ D ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ker D ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÕÅÍÙÅ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2009 { 7 { version 1.0, 21.04.2009

äÏËÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÄÏÌÇÏ, ÏÎÁ ÞÒÅÚŒÙÞÁÊÎÏ ÆÕÎÄÁ- ÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ, É Ñ ÎÅ ÂÕÄÕ. ïÎÏ ÅÓÔØ ÔÕÔ: [V]

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.38. éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ker D ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ker D : L^2_s(F ) −→ L^2_{s−i}(G) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙ- ÂÏÒÁ s ∈ {i; i + 1; i + 2; :::}.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.39. óÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ L^2_0-ÍÅÔÒÉËÉ) Ë ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ - ÓÎÏŒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ), Ë ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ - ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ (ÐÒÏ- ŒÅÒØÔÅ). ëÏÑÄÒÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ coker D : L^2_s(F ) −→ L^2_{s−i}(G) ÜÔÏ ÑÄÒÏ ÅÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ker D^∗ : L^2_{s−i}(F ) −→ L^2_{s−2i}(G), ËÏÔÏÒÏÅ, Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ, ÔÏÖÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ s ∈ {2i; 2i + 1; 2i + 2; :::}.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.40. éÎÄÅËÓ ind ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ D ÜÔÏ ÞÉ- ÓÌÏ dim ker D − dim ker D^∗.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.41. åÓÌÉ D_t { ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ i-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ t ∈ [0; 1], ÔÏ ind D_0 = ind D_1. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ D_t ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ D_t : L^2_s(F ) −→ L^2_{s−i}(G), ÅÇÏ ÉÎÄÅËÓ ÒÁŒÅÎ ÉÎÄÅËÓÕ D_t, Á ÉÎÄÅËÓ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ Œ ÎÏÒÍÅÎÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍ ÓÉÍŒÏ- ÌÏÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÅÆÏÒÍÉÒÏŒÁÔØ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ, ÎÅ ÍÅÎÑÑ ÓÉÍŒÏÌÁ. ðÏÜÔÏ- ÍÕ ÉÎÄÅËÓ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÓÉÍŒÏÌÁ. îÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÉ ÓÉÍŒÏÌÁ ÔÏÖÅ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔ ÉÎÄÅËÓÁ, ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÎÄÅËÓ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÌÁÓÓÁ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÓÉÍŒÏÌÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Sym^i T M ⊗ Hom(F; G). ôÁËÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÑŒÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ (ÉÌÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ë-ÔÅÏÒÉÉ) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M É ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ F É G. æÏÒ- ÍÕÌÁ áÔØÉ-úÉÎÇÅÒÁ - ÆÏÒÍÕÌÁ, ŒÙÒÁÖÁÀÝÁÑ ÉÎÄÅËÓ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ËÁË ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ÏÔ ÜÔÉÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎ- ÔÏŒ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.42. ðÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÉÒÏÄÅ ÉÎÄÅËÓÁ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ é. í. çÅÌØ- ÆÁÎÄÕ. ïÎ ÒÁÓÓËÁÚÁÌ Ï ÓŒÏÅÍ ÐÒÅÐÏÌÏÖÅÎÉÉ áÔØÅ É úÉÎÇÅÒÕ, ÐÒÅÄÌÏÖÉŒ ÉÍ ÎÁÊÔÉ ÔÏÞÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÉÎÄÅËÓÁ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2009 { 8 { version 1.0, 21.04.2009

ËÌÁÓÓÏŒ, É ÏÎÉ Œ ÓËÏÒÏÍ ŒÒÅÍÅÎÉ ÏÔËÒÙÌÉ ÓŒÏÀ ÆÏÒÍÕÌÕ, É ÎÁÐÉÓÁÌÉ çÅÌØÆÁÎÄÕ ÍÎÏÇÏ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔÅÊ.

îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÆÏÒÍÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÉÎÄÅËÓÅ. ôÅÏÒÅÍÁ 3.43: (ÔÅÏÒÅÍÁ áÔØÉ-úÉÎÇÅÒÁ ÄÌÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ) ðÕÓÔØ M - ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Á

D : C^∞M −→ C^∞M

{ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ôÏÇÄÁ ind D = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: éÎÄÅËÓ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ D ÅÓÔØ ÓÅÞÅÎÉÅ Sym^2 T M, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÔÅÎÚÏÒ ÎÁ T^∗. õÓÌÏŒÉÅ ÜÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔÉ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË (v; v) ≠ 0, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ v ∈ T^∗M, ÎÏ ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ - ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ (ÉÌÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ. ðÒÅÄÐÏ- ÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÎÙÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ÓÅÞÅÎÉÑÈ Sym^2 T M, ÏÎÏ ÓŒÑÚÎÏ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÉÎÄÅËÓ D ÏÄÉÎÁËÏŒÙÊ ÄÌÑ ËÁ- ÖÄÏÇÏ D. ïÓÔÁÌÏÓØ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÎÄÅËÓ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÉÚ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅ- ÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ ´. îÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ, ÚÎÁÞÉÔ,

ind ´ = dim ker ´ − dim ker ´^∗ = dim ker ´ − dim ker ´ = 0

3.4. ðÒÉÎÃÉÐ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ èÏÐÆÁ

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, M { ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔ- ÎÏÅ. œ ÔÅÏÒÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, "ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ" ÚÎÁÞÉÔ "ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ", É ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÍÏÌÞÁÌÉŒÏ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÔØ, ÞÔÏ ÓÉÍŒÏÌ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ (Á ÎÅ ÏÔ- ÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ. üÔÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ, ÐÒÏÓÔÏ ÆÉËÓÉÒÕÅÔ ŒÙÂÏÒ ÚÎÁËÁ.

ðÒÉÎÃÉÐ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ èÏÐÆÁ (ÏÎ ÖÅ "strong maximum principle") ÎÁ- ÚŒÁÎ Œ ÞÅÓÔØ ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ üÂÅÒÈÁÒÄÁ èÏÐÆÁ (Eberhard Hopf, 1902-1983), ÄÏËÁÚÁŒÛÅÇÏ ÅÇÏ Œ 1927-Í ÇÏÄÕ. ïÂÙËÎÏŒÅÎÎÏ ÏÎ ÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ Œ ÔÁËÏÍ ŒÉÄÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.44: (strong maximum principle for second order elliptic equations) ðÕÓÔØ D : C^∞M −→ C^∞M - ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ÐÒÉÞÅÍ D(f) = 0 ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f = const. ðÕÓÔØ u ÆÕÎËÃÉÑ

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2009 { 9 { version 1.0, 21.04.2009

ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ D(u) � 0. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ u ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍ Œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÔÏÞËÅ M. ôÏÇÄÁ u { ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ D ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË:

Du = A^{ij} u_{ij} + B^iu_i; (3.4.1)

ÇÄÅ A^{ij} - ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÝÁÑ ÓÉÍŒÏÌ D, u_i ÐÅÒŒÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ u, u_{ij} - ÍÁÔÒÉÃÁ ŒÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ (ÅÅ ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÇÅÓÓÉÁÎ). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ D(u) > 0 ÎÁ M. œ ÔÏÞËÅ z ÍÁËÓÉÍÕÍÁ u, ÐÅÒŒÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ u ÚÁÎÕÌÑÀÔÓÑ, ÍÁÔÒÉÃÁ ŒÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, É ÐÏÜÔÏÍÕ Du | |_z = A_{ij} u_{ij} | |_z � 0;

ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ Du > 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ u ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ D(u) � 0, É u ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ Œ ÔÏÞËÅ z ∈ M. œŒÅÄÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ z, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ M { ÜÔÏ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ Œ R^n, Á z = 0. œÙÂÅÒÅÍ ÏÂÌÁÓÔØ ˙ ⋐ M, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔÓÑ Œ ÛÁÒÅ B_r(0) ÒÁÄÉÕÓÁ r < 1.

åÓÌÉ ÍÙ ÄÏÂÁŒÉÍ Ë u ÒÅÛÅÎÉÅ ffi ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Dffi > 0, ÍÁËÓÉÍÕÍ u+ffi ÂÕÄÅÔ ŒÓÅÇÄÁ ÄÏÓÔÉÇÁÔØÓÑ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ˙, Œ ÓÉÌÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ.

îÁÍ ÎÕÖÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ ffi, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ˙, É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ Dffi > 0, ÔÏ ÅÓÔØ B^iffi_i < A^{ij} ffi_{ij} ŒÅÚÄÅ ÎÁ ˙. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ffi ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ "e^{cx1} , ÇÄÅ x_1 { ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÎÁ ˙, Á c ŒÙÂÒÁÎÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ A^{1;1}c > b^1 (ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Dffi > 0). ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÁËÓÉÍÕÍ u + "e^{cx1} ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ @˙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ sup_˙ u ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ @˙.

íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ). ôÅÏÒÅÍÁ 3.45: (ÓÌÁÂÙÊ ÐÒÉÎÃÉÐ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ) ðÕÓÔØ

D : C^∞M −→ C^∞M

{ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ÐÒÉÞÅÍ D(f) = 0 ÄÌÑ ÆÕÎË- ÃÉÉ f = const. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÌÁÓÔØ ˙ ⊂ M, ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÏ. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ D(u) � 0 ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉ- ÍÕÍÁ sup_˙ u ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ @˙.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÉÌØÎÏÇÏ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ü. èÏÐÆÕ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2009 { 10 { version 1.0, 21.04.2009

ìÅÍÍÁ 3.46: (ÌÅÍÍÁ èÏÐÆÁ) ðÕÓÔØ D - ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÛÁÒÅ B ⊂ R^n ŒÉÄÁ (3.4.1), Á u - ÇÌÁÄËÁÑ Œ B ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ D(u) � 0. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ u ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÎÁ ÔÏÞËÅ z_0 ÇÒÁÎÉÃÙ @B, ÐÒÉÞÅÍ ŒÎÕÔÒÉ ÛÁÒÁ u < u(z_0). ôÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ u ÐÏ ÒÁÄÉÁÌØÎÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ Œ ÔÏÞËÅ z ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ: Lie_{r̃} u > 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: äÌÑ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÛÁÒ B ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ, u | | |_B � 0, É u(z0) = 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ v ∈ C^∞B, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÏÊ v(m) = e^{−ffr(m)2} − e^{−ff}, ÇÄÅ ¸ > 0 ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á r(m) = |m|. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ

D(v) | |_m = ¸_2e_{−ffr(m)}^2 (a_{ij} m_im_j + O(¸)):

ðÏÜÔÏÍÕ, ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ ¸, D(v) > 0 Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ˙ = B\B^′, ÇÄÅ B^′ ⊂ B ÛÁÒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ 0 É ÒÁÄÉÕÓÏÍ r_0 < 1. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ " ≪ 1, u − "v < 0 Œ B^′. ðÏÓËÏÌØËÕ v = 0 ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ B, ÉÚ ÓÌÁÂÏÇÏ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ u − "v < 0 Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ˙, É ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ Œ z_0. úÎÁÞÉÔ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Lie_{r̃}(u − "v) | |_z 0 � 0, ÎÏ ËÏÌØ ÓËÏÒÏ

Lie_{r̃} v | |_z 0 < 0, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ Lie_{r̃} u | |_z 0 > 0. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÌÅÍÍÕ èÏÐÆÁ.

ïËÏÎÞÁÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÉÌØÎÏÇÏ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ. óÉÌØÎÙÊ ÐÒÉÎÃÉÐ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÌÁÂÏÇÏ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ É ÌÅÍÍÙ èÏÐÆÁ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÆÕÎËÃÉÉ u ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ z ∈ M, Á Z := {m ∈ M | u(m) = u(z)}. åÓÌÉ u ÎÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ, ÔÏ ŒÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÛÁÒ, ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ Z, Á ÇÒÁÎÉÃÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ, ÐÒÉÞÅÍ Œ ÔÏÞËÅ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁË- ÓÉÍÕÍÁ z_0. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ u Œ z_0 ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ (ÐÏ ÌÅÍÍÅ èÏÐÆÁ), ÜÔÏ ÎÉËÁË ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÍÁËÓÉÍÕÍ: ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

3.5. íÅÔÒÉËÁ çÏÄÕÛÏÎÁ

ïÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÜÒÍÉÔÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ð. çÏÄÕÛÏÎÕ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.47. ðÕÓÔØ ! - ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÆÏÒÍÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M, dim_C M = n. íÅÔÒÉËÁ ÎÁ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉËÏÊ çÏÄÕÛÏÎÁ, ÅÓÌÉ @ —@(!^{n−1}) = 0.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2009 { 11 { version 1.0, 21.04.2009

ôÅÏÒÅÍÁ 3.48: (ð. çÏÄÕÛÏÎ, 1977) ðÕÓÔØ (M; !) { ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ, ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏÅ, ÜÒÍÉÔÏŒÏ n-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÁÑ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ ∈ C^∞M ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ! - ÍÅÔÒÉËÁ çÏÄÕÛÏÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ûÁÇ 1: äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÆÕÎËÃÉÀ ffi > 0 ÔÁ- ËÕÀ, ÞÔÏ @ —@(ffi!^{n−1}) = 0. ôÏÇÄÁ ffi = ^{1=(n−1)}.

ûÁÇ 2: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

L(ffi) =

@ —@(ffi!^{n−1}) !^n

(ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ, ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÏÒÍ ÏÂSSÅÍÁ ÎÁ M ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ, Á ÞÁÓÔÎÏÅ ÆÏÒÍ ÏÂSSÅÍÁ ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ L ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, Ó ÔÅÍ ÖÅ ÓÉÍŒÏÌÏÍ, ÞÔÏ Õ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ).

ûÁÇ 3: îÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C^∞M ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ L^2-ÍÅÔÒÉËÕ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(x; y) = ∫ M xy!^n:

óÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ë L ÍÏÖÎÏ ŒÙÐÉÓÁÔØ ÑŒÎÏ, ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ óÔÏËÓÁ. ðÕÓÔØ ¸ ∈ C^∞M. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ∫ M L(ffi)¸!^n = ∫ M @ —@(ffi!^{n−1})¸ = ∫ M ffi!^{n−1} ∧ @ —@¸;

ÔÏ ÅÓÔØ L^∗¸ =

!^{n−1} ∧ @ —@¸ !^n : ûÁÇ 4: ðÏÓËÏÌØËÕ L^∗ ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÈ, ÅÇÏ ÑÄÒÏ ÏÄÎÏÍÅÒ- ÎÏ Œ ÓÉÌÕ ÓÉÌØÎÏÇÏ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ). ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÉÎÄÅËÓÁ ÄÌÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ Œ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ, ÉÎÄÅËÓ L^∗ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÚÎÁÞÉÔ, ÅÇÏ ËÏÑÄÒÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ L ÔÏÖÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ, É ÍÅÔÒÉËÁ çÏÄÕÛÏÎÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. äÌÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÍÅÔÒÉËÉ çÏÄÕÛÏÎÁ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ u ∈ ker L ŒÓÀÄÕ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, ÌÉÂÏ ŒÓÀÄÕ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ.

ûÁÇ 5: ðÕÓÔØ f ∈ im L^∗. ðÒÉÍÅÎÉŒ ÐÒÉÎÃÉÐ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ, ÍÙ ÐÏÌÕ- ÞÉÍ, ÞÔÏ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ f, ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÒÏÇÏ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ, Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ). åÓÌÉ Œ

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2009 { 12 { version 1.0, 21.04.2009

ÑÄÒÅ L ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ u, ËÏÔÏÒÁÑ ÇÄÅ-ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, ÇÄÅ-ÔÏ ÏÔÒÉ- ÃÁÔÅÌØÎÁ, ÍÏÖÎÏ ÓËÏÎÓÔÒÕÉÒÏŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ¸ ∈ C^∞M, ËÏÔÏÒÁÑ ŒÓÀÄÕ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ∫ M u¸!^n = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ im L^∗ ÓÏŒÐÁÄÁ- ÅÔ Ó ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ Ë ker L, ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ¸ ÌÅÖÉÔ Œ im L^∗. îÏ ÜÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, Œ ÓÉÌÕ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÁÑ ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ u ∈ ker L ŒÓÀÄÕ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, ÌÉÂÏ ŒÓÀÄÕ ÏÔÒÉÃÁ- ÔÅÌØÎÁ. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÍÅÔÒÉËÉ çÏÄÕÛÏÎÁ.

úÁÄÁÞÉ.

úÁÄÁÞÁ 3.1. ðÕÓÔØ R = k[t_1; ::t_n] - ËÏÌØÃÏ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ Di¸^∗(R) ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ t_1; t_2; :::t_n;^d_{dt1} ;^d_{dt2} ; :::^d_{dtn} , Ó ÓÏ- ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ

[t_i; t_j ] = 0; [ d dt_i ; d dt_j

] = 0; (i, j - ÌÀÂÙÅ)

[t_i; d dt_i

] = 1; [ d dt_i ; d dt_j

] = 0 (i ≠ j)

úÁÄÁÞÁ 3.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÒÏÓÔÁ (ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎ- ÎÉÈ ÉÄÅÁÌÏŒ).

úÁÄÁÞÁ 3.3. îÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÐÁÒÁËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÜÔÏ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÅ, ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. äÏËÁÖÉ- ÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ ÐÁÒÁËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ M ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÅË- ÔÉŒÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ C^∞M ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÅÞÅÎÉÊ ÇÌÁÄËÉÈ ÒÁÓÓÌÏÅ- ÎÉÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÌÁÄËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕ- ÒÏÊ C^∞M-ÍÏÄÕÌÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÅÞÅÎÉÊ.

úÁÄÁÞÁ 3.4. ðÕÓÔØ M - ÒÉÍÁÎÏŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, d : ~^∗M −→ ~^∗M ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÄÅ òÁÍÁ, Á d^∗ = ∗d∗ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ d + d^∗ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ,

úÁÄÁÞÁ 3.5. ðÕÓÔØ M - ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÒÉÍÁÎÏŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ~^+M - ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÏÒÍ v ∈ ~^2M, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ∗v = v, Á

D ~^1M −→ ~^+M ⊕ C^∞M

ÐÒÏÅËÃÉÑ d + d^∗(~^1M) Œ ~^+M ⊕ C^∞M. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ D ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÍ?

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2009 { 13 { version 1.0, 21.04.2009

úÁÄÁÞÁ 3.6. ðÕÓÔØ C - ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁ ÇÉÌØÂÅÒ- ÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H, Á K ⊂ C - ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÏŒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K - ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.7. æÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ C=K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ëÁÌ- ËÉÎÁ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H (Calkin).

úÁÄÁÞÁ 3.8 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ëÁÌËÉÎÁ ÐÒÏÓÔÁ (ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÉÄÅÁÌÏŒ).

úÁÄÁÞÁ 3.9. ðÕÓÔØ F : H −→ H - ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ËÌÁÓÓ [F ] Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ëÁÌËÉÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍ.^1

úÁÄÁÞÁ 3.10. ðÕÓÔØ ˘ - ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. ðÕÓÔØ F_1; F_2 ∈ ˘ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ. äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÓŒÑÚÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ˘.

úÁÄÁÞÁ 3.11 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÓÏÂÏÌÅŒÓËÏÊ ÎÏÒ- ÍÏÊ | · |^2_s ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ F , ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÍÅÔÒÉËÉ É ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÎÁ F .

úÁÄÁÞÁ 3.12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒa `(M; F )^2_s ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ F Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ | · |^2_s Œ ÜÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ |·|^2_{s−i} ËÏÍÐÁËÔÎÏ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ `(M; F )^2_s Œ ÐÒÅËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ `(M; F )^2_{s−i} ⊂ L^2_{s−i}(F )).

úÁÄÁÞÁ 3.13. ðÕÓÔØ M - ÒÉÍÁÎÏŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Á D - ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ C^∞M, ÚÁÎÕÌÑÀÝÉÊÓÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÈ. äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÍÅÔÒÉËÁ g ÎÁ M É ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ v ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

D(f) = ±´f + Lie_v f;

ÇÄÅ Lie_v f - ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ìÉ ŒÄÏÌØ v, Á ´ - ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ.

úÁÄÁÞÁ 3.14. ðÕÓÔØ D { ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ i ÎÁ 1-ÍÅÒ- ÎÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ind D = 0. äÌÑ ËÁËÉÈ i ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ?

1üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ G1; G2 : H −→ H, ÞÔÏ F G1 −1 É G2F −1 ËÏÍÐÁËÔÎÙ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2009 { 14 { version 1.0, 21.04.2009

úÁÄÁÞÁ 3.15. íÅÔÒÉËÁ ! ÎÁ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ n-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÁ- ÌÁÎÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ (balanced), ÅÓÌÉ d(!^{n−1}) = 0. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÎÅ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÔÁËÏÊ ÍÅÔÒÉ- ËÉ, ÄÌÑ n > 2.

úÁÄÁÞÁ 3.16 (*). íÅÔÒÉËÁ ! ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÜÌÅÒÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ ËÒÕÞÅÎÉÑ (K-ahler torsion metric, ÓÏ- ËÒÁÝÅÎÎÏ KT), ÅÓÌÉ dd^c! = 0. íÏÖÅÔ ÌÉ ÍÅÔÒÉËÁ ÂÙÔØ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ KT-ÍÅÔÒÉËÏÊ É ÂÁÌÁÎÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ?

úÁÄÁÞÁ 3.17 (**). ðÕÓÔØ ! - ÂÁÌÁÎÓÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ, ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÆÏÒÍÁ !^{n−1} ÂÙÔØ ÔÏÞÎÏÊ?

úÁÄÁÞÁ 3.18. ðÕÓÔØ (M; !) - ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ, ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó KT-ÍÅÔÒÉËÏÊ, Á H := d^c! ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ 3- ÆÏÒÍÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÒÕÞÅÎÉÅÍ M. íÏÖÅÔ ÌÉ H ÂÙÔØ ÔÏÞÎÏÊ? á ÎÅÔÏÞÎÏÊ?

úÁÄÁÞÁ 3.19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÕÓ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ (n−1; n−1)- ÆÏÒÍ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ n-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÅÎ ËÏÎÕ- ÓÕ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ (1; 1)-ÐÏÔÏËÏŒ. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔ, ÄÏËÁÚÙŒÁÀÝÉÊ ÔÅÏÒÅÍÕ èÁÒŒÉ-ìÁÕÓÏÎÁ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅÔ dd^c-ÚÁÍËÎÕÔÙÈ (n − 1; n − 1)-ÆÏÒÍ, ÄÏÐÕÓËÁÅÔ dd^c-ÔÏÞÎÙÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ- ÎÙÊ (1; 1)-ÐÏÔÏË. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÜÒÍÉÔÏŒÙÈ ÍÅÔÒÉË, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ dd^c(!^{n−1}) = 0.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ:

[G] P. Gauduchon Le théoremè de l’excentricité nulle, Comptes Rendus (Acad.

Sc. Paris) Serie A. 285, 387-390 (1977).

[GT] D. Gilbarg, N. S. Trudinger, Elliptic Partial Differential Equations of Second Order, Springer-Verlag, 1983 [IP] S. Ivanov, G. Papadopoulos A no-go theorem for string warped compactifications, Phys. Lett. B 497, 309-316, 2001, hep-th/0008232.

[LT] L-ubke, M., Teleman, A., The Kobayashi-Hitchin correspondence, World Scienti˛c Publishing Co., Inc., River Edge, NJ, 1995. x+254 pp [V] í. œÅÒÂÉÃËÉÊ, "ôÅÏÒÉÑ èÏÄÖÁ É ÅÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ", ÔÅÏÒÅÍÙ É ÚÁÄÁÞÉ (ÏÓÅÎÎÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ 2006-ÇÏ ÇÏÄÁ, ðÅÔÅÒÂÕÒÇ, ÆÉÚÍÁÔËÌÕÂ).

http://˛zmatclub.spb.ru/courses/]hodgetheoryandapplications

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2009 { 15 { version 1.0, 21.04.2009