äÌÑ ÚÁÞÅÔÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔËÕ ÎÁÄÏ ÓÄÁÔØ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ ÚŒÅÚÄÏÞÅË. úÁÄÁÞÉ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ. óÄÁŒÛÉÍ k ÚÁÄÁÞ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ 2k ÚÁÄÁÞ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÉÓÔÏÞËÁ. úÁÄÁÞÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ (!), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÁŒÁÔØ ŒÓÅÍ.

áÎÁÌÉÚ 9: ïÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ

9.1. ïÐÅÒÁÔÏÒ èÏÄÖÁ ∗ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.1. ðÕÓÔØ V { n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÅ É ÓÎÁÂ- ÖÅÎÎÏÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ 2-ÆÏÒÍÏÊ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ e_{i1} ∧ ::: ∧ e_{ik} ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒ ∑ œ (−1)^|ff|e_{œ(i1 )} ⊗ e_{œ(i2 )} ⊗ ::: ⊗ e_{œ(ik )};

ÇÄÅ ÓÕÍÍÁ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ i_1; :::; i_k . ïÐÅÒÁÃÉÑ ∧ ÚÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒÏŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.2. æÏÒÍÏÊ ÏÂSSÅÍÁ ÎÁ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂSSÅÍÁ Vol ∈ ~^nV^∗ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ Vol(e_1; :::; e_n) = ±1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ e_1; :::; e_n.

úÁÄÁÞÁ 9.1 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Vol ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÜÔÉÍÉ ÄÁÎÎÙÍÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 9.2. ðÕÓÔØ ‖ · ‖^2 { ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ

‖v_1 ⊗ v_2 ⊗ ::: ⊗ v_k‖^2 := ‖v_1‖^2‖v_2‖^2:::‖v_k‖^2

ÚÁÄÁÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ g ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ V^{⊗k} (V Ó ÓÁÍÉÍ ÓÏÂÏÊ k ÒÁÚ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.3. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÅÔÒÉËÕ g_~ ÎÁ ~^iV ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ŒÌÏ- ÖÅÎÉÉ ~^iV^˚,→ V^{⊗i} ÍÅÔÒÉËÁ g_~ ÐÏÌÕÞÁÌÁÓØ ÉÚ ÍÅÔÒÉËÉ g, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ŒÙÛÅ, ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ g_~(x; y) = 1 i! g((x); (y)).

úÁÄÁÞÁ 9.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ‖ Vol ‖ = 1, ÇÄÅ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ ~^nV^∗ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ŒÙÛÅ.

úÁÄÁÞÁ 9.4 (*). ðÕÓÔØ B | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, a ~^iB | i-Ñ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ B. âÕÄÅÔ ÌÉ ÏÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÏ?

úÁÄÁÞÁ 9.5. ðÕÓÔØ V { ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R, Á e_1; :::; e_n { ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ e_{i1} ∧ e_{i2} ∧ ::: ∧ e_{ik} ÅÓÔØ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ ~^kV , ÇÄÅ i_1; :::; i_k ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ i_1 > i_2 > ::: > i_k.

úÁÄÁÞÁ 9.6 (!). ðÕÓÔØ n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÅ É ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÍÅÔÒÉËÏÊ g. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÏÊ ÖÅ ÂÕËŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ ~^iV . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ∗ : ~^kV −→ ~^{n−k}V ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ∗¸ ∧ ˛ = g(¸; ˛) Vol, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ k-ÆÏÒÍÙ ˛.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.4. üÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ∗-ÏÐÅÒÁÔÏÒ èÏÄÖÁ (ÚŒÅÚÄÏÞËÁ).

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 1 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 9, version 2.0, 16.04.2010

úÁÄÁÞÁ 9.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

∗(e_{i1} ∧ e_{i2} ∧ ::: ∧ e_{ik} ) = (−1)^{|œ|}e_{j1} ∧ e_{j2} ∧ ::: ∧ e_{jn−k} ;

ÇÄÅ j_1; :::; j_{n−k} { ÎÁÂÏÒ ÉÎÄÅËÓÏŒ, ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ Ë i_1; :::; i_k , Á ff { ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ( 1; :::; k; k + 1; :::; n i_1; :::; i_k; j_1; :::; j_{n−k} ) : úÁÄÁÞÁ 9.8 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ~^kV ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ∗^2 = (−1)^{k(n−k)} Id, ÇÄÅ n = dim V .

úÁÄÁÞÁ 9.9 (*). ðÕÓÔØ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ V ÎÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, Á ÉÍÅÅÔ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ (q; n − q). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ~^kV ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ∗^2 = (−1)^{k(n−k)}(−1)^{q(n−q)} Id.

úÁÄÁÞÁ 9.10 (!). ðÕÓÔØ dim V = 2n . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ∗ ÅÓÔØ 2^{2n−1} ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ 1 É 2^{2n−1} ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ −1.

úÁÄÁÞÁ 9.11. ðÕÓÔØ x ∈ V^∗ { ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, e_x : ~^iV^∗ −→ ~^{i+1}V^∗ { ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÄÏÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ x, Á i_x : ~^iV −→ ~^{i−1}V { ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ x^] ∈ V Œ i-ÆÏÒÍÕ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ e_x = −(−1)^{(k+1)n} ∗ i_x∗.

úÁÄÁÞÁ 9.12 (!). œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ e_xi_x + i_xe_x = ‖x‖^2 Id.

úÁÄÁÞÁ 9.13 (*). ðÕÓÔØ g { ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÐÌÏÓËÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ M = R^{2n}, Á È_1; :::; x_{2n} { ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, Á dx_1; :::; dx_{2n} { ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÉÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ T^∗M. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÍÐÌÅËÔÉ- ÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕ ! :=

∑_n i=1 dx_{i−1} ∧ dx_i, É ÐÕÓÔØ L(”) := ! ∧ ”, Á ~ := ∗L∗, Á H = [L; ~]. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ n + p-ÆÏÒÍÁÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ p, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ −n ⩽ p ⩽ n.

9.2. ïÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÔÎÙÎÅ É ÄÏ ËÏÎÃÁ ÌÉÓÔËÁ, ÒÉÍÁÎÏŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÐÏ ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁ- ÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ M { ÒÉÍÁÎÏŒÏ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÅ n-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ôÏÇÄÁ ÎÁ ~^∗M ÚÁÄÁÎ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ èÏÄÖÁ ∗ : ~^kM −→ ~^{n−k}M, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ; ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, C^∞M- ÌÉÎÅÊÎÙÊ. ôÁËÖÅ ÎÁ M ÚÁÄÁÎÁ ÆÏÒÍÁ Vol ∈ ~^nM, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ËÁË ÕËÁÚÁÎÏ ŒÙÛÅ. üÔÁ ÆÏÒÍÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÏÂSSÅÍÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.5. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÏÊ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏ- ÓÉÔÅÌÅÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ŒÎÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ K ⊂ M.

úÁÄÁÞÁ 9.14 (*). ðÕÓÔØ ¸ { n-ÆÏÒÍÁ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÎÁ R^n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∫ R^n ¸ = 0

ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ¸ = d˛, ÇÄÅ ˛ { (n − 1)-ÆÏÒÍÁ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ.

úÁÄÁÞÁ 9.15 (!). ðÕÓÔØ (M; g) { ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÒÉÍÁÎÏŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÏÊ ÖÅ ÂÕËŒÏÊ g ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅ g : ~^kM × ~^kM −→ C^∞M, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ËÁË Œ ÚÁÄÁÞÅ 9.6.

Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∫ M ∗¸ ∧ ˛ = ∫ M d(¸; ˛) · Vol; (9.1)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÙ ˛ ∈ ~^kM Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ.

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 2 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 9, version 2.0, 16.04.2010

Â. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ (9.1) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ∗. úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÞÁÓÔÏ ÂÅÒÕÔ ÚÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ∗ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. úÁÄÁÞÁ 9.16. ðÕÓÔØ ¸_1 ∈ ~^kM; ˛ ∈ ~^{n−k−1}M, ÐÒÉÞÅÍ ” { ÆÏÒÍÁ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∫ M ¸ ∧ d˛ = −(−1)^k ∫ M d¸ ∧ ˛ (9.2) õËÁÚÁÎÉÅ. ôÅÏÒÅÍÏÊ óÔÏËÓÁ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. æÏÒÍÕÌÕ (9.2) ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ. úÁÄÁÞÁ 9.17 (*). óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Ó ËÒÁÅÍ. úÁÄÁÞÁ 9.18 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÙ ˛ ∈ ~^{n−k−1}M Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ, É ÌÀÂÏÊ ¸ ∈ ~^kM, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ −(−1)^{n−k} ∫ M g(∗^{−1}d ∗ ¸; ˛) Vol = ∫ M g(¸; d˛):

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (9.2).

úÁÄÁÞÁ 9.19. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ k-ÆÏÒÍ ÍÅÔÒÉËÕ ÆÏÒÍÕÌÏÊ g(¸; ˛) := ∫ M g(¸; ˛) Vol :

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ d^∗ := −(−1)^{(k+1)(n−k)}∗d∗ = (−1)^{n(k+1)} ÓÏÐÒÑÖÅÎ d Œ ÓÍÙÓÌÅ ÜÔÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ. õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, ÐÒÉÍÅÎÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ∗^2. úÁÄÁÞÁ 9.20 (*). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ C^∞M ÍÅÔÒÉËÕ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ g(f; f^′) := ∫ M ff^′ Vol, É ÐÕÓÔØ D { ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ i. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ D^∗ ÐÏÒÑÄËÁ i ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f^′ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ, ÉÍÅÅÍ g(D^∗f; f^′) = g(f; Df^′). ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.6. ïÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ (ÏÎ ÖÅ \ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ-ÄÅ òÁÍÁ") ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÅÓÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ´ : ~^iM −→ ~^iM, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ´¸ := dd^∗¸ + d^∗d¸, ÇÄÅ d^∗ := −(−1)^{n(k+1)} ∗ d∗. æÏÒÍÁ ¸ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ ´¸ = 0. úÁÄÁÞÁ 9.21. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ g(´¸; ˛) = g(d¸; d˛) + g(d^∗¸; d^∗˛), ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ¸, ˛ ∈ ~^iM. úÁÄÁÞÁ 9.22 (!). ðÕÓÔØ ¸ { ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ.

Á. [!] äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ d¸ = d^∗¸ = 0. Â. [!] äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ¸ = 0, ÅÓÌÉ ¸ ÔÏÞÎÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 9.23. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ R^n ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ.

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 3 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 9, version 2.0, 16.04.2010

úÁÄÁÞÁ 9.24. ðÕÓÔØ g { ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÐÌÏÓËÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ M = R^n, È_1; :::; x_n { ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, Á dx_1; :::; dx_n { ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÉÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ T^∗M. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ e_{dxi} ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÄÏÍÎÏÖÁÀÝÉÊ ÎÁ dx_i, Á ÚÁ i_{dxi} ÏÐÅÒÁÔÏÒ −(−1)^{n(k+1)} ∗ e_{dxi} ∗.

Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ e^∗_{dxi} = i_{dxi} .

Â. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ^d_{dxi} : ~^kM −→ ~^kM ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÀÝÉÊ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÆÏÒÍÙ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ^d_{dxi} . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ d^∗ =

∑_n i=1 i_{dxi}^d_{dxi} .

Œ. [!] äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ´ =

∑_n i=1 d^2 dx^2_i .

õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ŒÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ, ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÄÅ òÁÍÁ: d = n∑ i=1 e_{dxi} d dx_i : ôÒÅÔØÀ ÞÁÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ ŒÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 9.12.

úÁÄÁÞÁ 9.25 (*). ðÕÓÔØ X ∈ T^∗M { ËÏŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ {d^∗; e_X } ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÑÈ ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

úÁÄÁÞÁ 9.26 (*). ðÕÓÔØ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ X ∈ T M ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÒÉÍÁÎÏŒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ [Lie_X ; ∗] = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ” ÎÁ M ÉÍÅÅÍ Lie_X (”) = 0.

9.3. æÏÒÍÕÌÁ çÒÉÎÁ-òÉÓÓÁ úÁÄÁÞÁ 9.27 (!). ðÕÓÔØ f { ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M, Á X ⊂ M { ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ^d_{d¸} ∈ T M | |_X ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ Ë X ÄÌÉÎÙ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∗df | |_X =^{df}_{d¸} VolX

úÁÄÁÞÁ 9.28 (!). ðÕÓÔØ (M; g) { ÒÉÍÁÎÏŒÏ n-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ËÒÁÅÍ, Á u; v ∈ C^∞M ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎË- ÃÉÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∫ u´v Vol_M +(−1)^{n−1} ∫ M g(du; dv) Vol_M = ∫ @M u ∧ ∗dv: (9.3)

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉÍÅÎÉŒ ÆÏÒÍÕÌÕ óÔÏËÓÁ, ÐÏÌÕÞÉÔÅ ∫ @M u ∧ ∗dv = ∫ M du ∧ ∗dv + ∫ M u ∧ d ∗ dv:

úÁÄÁÞÁ 9.29 (!). œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÄÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ çÒÉÎÁ-òÉÓÓÁ (\Green-Riesz representation formula") ∫ M u´v Vol_M − ∫ M v´u Vol_M = ∫ @M ( u dv d v du d ) Vol_{@M}

ÇÄÅ^d_{d¸} ∈ T M | |_{@M} { ÅÄÉÎÉÞÎÏÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ Ë ËÒÁÀ.

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 4 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 9, version 2.0, 16.04.2010

õËÁÚÁÎÉÅ. œÙÞÔÉÔÅ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (9.3) ÔÁËÕÀ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ u É v, É ÐÒÉÍÅÎÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ 9.27.

úÁÄÁÞÁ 9.30. ðÕÓÔØ^d_{d¸} { ÒÁÄÉÁÌØÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÄÌÉÎÙ 1 ÎÁ R^n ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, d d = ∑ i x_i^d_{dxi} √∑ i x^2_i : äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ v ∈ C^∞R^n ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ∫ @B_r dv d Vol_{@Br} = 0:

ÇÄÅ B_r { ÛÁÒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ 0 É ÒÁÄÉÕÓÁ r.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉÍÅÎÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ çÒÉÎÁ-òÉÓÓÁ Ë u = 1.

úÁÄÁÞÁ 9.31. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ S_r ÓÆÅÒÕ ÒÁÄÉÕÓÁ r Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ 0, É ÐÕÓÔØ Vol(S_r) := ∫ S_r VolS^r

ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÅÅ ÒÉÍÁÎÏŒ ÏÂSSÅÍ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ

f(r) := ∫ S_r dv d¸ Vol_{Sr} Vol(S_r)

("ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ^{dv}_{d¸} ÎÁ ÓÆÅÒÅ") ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 9.32 (!). œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ ÏÔ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ v ÐÏ ÓÆÅÒÅ S_r ÒÁŒÎÏ v(0).

úÁÄÁÞÁ 9.33 (*). ðÕÓÔØ v { ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, B_r { ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ r Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ x_0 ∈ M, Á S_r = @B_r { ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÃÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅÂÏÌØÛÉÈ r ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ v ÐÏ S_r ÒÁŒÎÏ v(x_0).

úÁÄÁÞÁ 9.34 (*). ðÕÓÔØ v ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ R^n Ó ÐÌÏÓËÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ´v ⩾ 0 (ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∫ @B_r dv d Vol_{@Br} ⩾ 0:

œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ ÏÔ v ÐÏ ÓÆÅÒÅ S_r ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ∫ S_r v VolS^r

Vol(S_r)

⩾ v(0)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ r ⩾ 0.

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 5 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 9, version 2.0, 16.04.2010