äÌÑ ÚÁÞÅÔÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔËÕ ÎÁÄÏ ÓÄÁÔØ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ ÚŒÅÚÄÏÞÅË. úÁÄÁÞÉ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ. óÄÁŒÛÉÍ k ÚÁÄÁÞ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ 2k ÚÁÄÁÞ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÉÓÔÏÞËÁ. úÁÄÁÞÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ (!), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÁŒÁÔØ ŒÓÅÍ.

áÎÁÌÉÚ 8: áÌÇÅÂÒÁ ÄÅ òÁÍÁ

8.1. ëÜÌÅÒÏŒÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.1. ðÕÓÔØ R ÅÓÔØ ËÏÌØÃÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, Á V { R-ÍÏÄÕÌØ. k-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D : R −→ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ D(ab) = aD(b) + bD(a). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ Der_k(R; V ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÊ ÉÚ R Œ V .

úÁÄÁÞÁ 8.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Der_k(R; V ) ÓÎÁÂÖÅÎÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ R-ÍÏÄÕÌÑ.

úÁÄÁÞÁ 8.2. ðÕÓÔØ [K : k] - ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0, Á V { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÎÁÄ K. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Der_k(K; V ) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÊ ÉÚ K Œ V ÎÕÌÅŒÏÅ.

úÁÄÁÞÁ 8.3. ðÕÓÔØ M { ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, x ∈ M ÔÏÞËÁ, R = C^∞M, É m_x ⊂ R { ÅÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ R-ÍÏÄÕÌØ V := R=m_x. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Der_k(R; V ).

úÁÄÁÞÁ 8.4 (*). íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ∈ Der_k(R; V ), ÇÄÅ R { ËÏÌØÃÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ R-ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, Á V { R-ÍÏÄÕÌØ, ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÊ ÎÁÄ R?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.2. ðÕÓÔØ R { ËÏÌØÃÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ R-ÍÏÄÕÌØ ˙^1R, ÚÁÄÁŒ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ˙^1R ÐÒÏÎÕÍÅÒÏŒÁÎÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ R; ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ R, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÅÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ ˙^1R ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ da. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Œ ˙^1R ÐÏÒÏÖÄÁÀÔÓÑ ŒÙ- ÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ŒÉÄÁ d(ab) = adb + bda, É d– = 0, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ – ∈ k. íÏÄÕÌØ ˙^1R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ ËÜÌÅÒÏŒÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ ÎÁÄ R.

úÁÄÁÞÁ 8.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R −→ ˙^1R, a → da { ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 8.6. ðÕÓÔØ R ËÏÌØÃÏ ÎÁÄ k, ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÎÁÄ k ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ r_1; :::; r_k ∈ R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ˙^1R ÐÏÒÏÖÄÅÎ (ËÁË R-ÍÏÄÕÌØ) ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ dr_1; :::; dr_k.

úÁÄÁÞÁ 8.7 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Der_k(R) = Hom_R(˙^1R; R).

úÁÄÁÞÁ 8.8 (!). ðÕÓÔØ V { R-ÍÏÄÕÌØ, Á D ∈ Der_k(R; V ) { ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÅÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ R-ÍÏÄÕÌÅÊ ffi_D : ˙^1R −→ V , ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÌÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ: R d � ˙^1R � D � V ffi_D � úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÞÁÓÔÏ ÂÅÒÕÔ ÚÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÑ ˙^1R.

úÁÄÁÞÁ 8.9 (!). ðÕÓÔØ R = k[t_1; :::; t_n] { ËÏÌØÃÏ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÏÌØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ˙^1_kR { ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ R-ÍÏÄÕÌØ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ dt_1; dt_2; :::; dt_n:

úÁÄÁÞÁ 8.10 (*). ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÉÄÅÁÌ I ⊂ R. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

I=I^2 −→ ˙^1(R) ⊗_R R=I −→ ˙^1(R=I) −→ 0:

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 1 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 8, version 3.0, 09.04.2010

úÁÄÁÞÁ 8.11. ðÕÓÔØ R^Œ−→ R^′ { ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ˙^1R^′ ËÁË R-ÍÏÄÕÌØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ R-ÍÏÄÕÌÅÊ ˙^1R −→ ˙^1R^′, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ dr Œ dffi(r). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ { ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.3. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÇÏŒÏÒÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ˙^1R −→ ˙^1R^′ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎ ffi.

úÁÄÁÞÁ 8.12 (*). ðÕÓÔØ R { ËÏÌØÃÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, Á m_x { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÔÏÞËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ m_x˙^1R = ˙^1R.

8.2. ëÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.4. ðÕÓÔØ A; B { R-ÍÏÄÕÌÉ, Á : A×B −→ R { ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅ. ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ A ÎÁÊÄÅÔÓÑ b ∈ B, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ (a; b) ≠ 0, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ b ∈ B ÎÁÊÄÅÔÓÑ a ∈ A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ (a; b) ≠ 0.

úÁÄÁÞÁ 8.13. ðÕÓÔØ A; B { ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Á : A × B −→ k { ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅ. œÓÅÇÄÁ ÌÉ A ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ B^∗?^1

úÁÄÁÞÁ 8.14 (*). ðÕÓÔØ A; B { ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ R-ÍÏÄÕÌÉ, Á : A × B −→ R { ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅ. œÓÅÇÄÁ ÌÉ A ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ B^∗?

úÁÄÁÞÁ 8.15 (!). ðÕÓÔØ A { ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ, ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ R-ÍÏÄÕÌØ, Á : A × B −→ R { ÎÅŒÙÒÏ- ÖÄÅÎÎÏÅ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ B ÔÏÖÅ ÓŒÏÂÏÄÎÏ, É ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ A^∗.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.5. ðÕÓÔØ A; B { ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ R-ÍÏÄÕÌÉ, Á : A × B −→ R { ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ Œ B ËÁË ÐÏÄÍÏÄÕÌØ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ b ∈ B , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ (·; b) : A −→ R ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.6. ðÕÓÔØ M { ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, R := C^∞M { ËÏÌØÃÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, Á : Der(R) × ˙^1R −→ R { ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ Œ ÚÁÄÁÞÅ 8.7. ðÕÓÔØ K ⊂ ˙^1R { ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÑ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ËÁË ~^1M := ˙^1R=K.

úÁÄÁÞÁ 8.16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅ : Der(C^∞M) × ~^1M −→ R ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ É ÎÅ- ŒÙÒÏÖÄÅÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 8.17. ðÕÓÔØ R := C^∞R^n, t_1; :::; t_n ∈ R { ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, P =

∑_n i=1 P_idt_i { ÜÌÅÍÅÎÔ Œ ~^1R^n, Q =

∑_n i=1 Q_i^d_{dti} ∈ Der_k(R) { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ, a : Der(R) × ~^1R^n −→ R { ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (P; Q) = ∑ i P_iQ_i.

úÁÄÁÞÁ 8.18 (!). œ ÜÔÉÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ~^1R { ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ R-ÍÏÄÕÌØ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ dt_1; :::; dt_n.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Der(R) = Hom_R(˙^1R; R), Á ÍÏÄÕÌØ Der(R) { ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÎÁÄ R. œÏÓÐÏÌØÚÕÊ- ÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 8.19 (!). ðÕÓÔØ A; B { ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ R-ÍÏÄÕÌÉ, Á : A × B −→ R { ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ B ∼= A^∗.

úÁÄÁÞÁ 8.20 (!). ðÕÓÔØ M { ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Á T M = Der(C^∞M) { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÏŒÁÎÉÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ~^1M = Der(C^∞M)^∗.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, É ÐÒÉÍÅÎÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ óÅÒÒÁ-óÕÏÎÁ.

1B^∗ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ R-ÍÏÄÕÌØ Hom_R(B; R).

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 2 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 8, version 3.0, 09.04.2010

úÁÄÁÞÁ 8.21 (*). ðÕÓÔØ K { ÑÄÒÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ˙^1C^∞M −→ ~^1M. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ m_xK = K ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÔÏÞËÉ x ∈ M. úÁÄÁÞÁ 8.22 (**). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K ÎÅÐÕÓÔ.

úÁÄÁÞÁ 8.23 (*). ðÕÓÔØ M { ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, M^´−→ M × M { ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ, Á I ⊂ C^∞M × M { ÉÄÅÁÌ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÎÕÌÑÀÔÓÑ ÎÁ ´.

Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ C^∞(M × M)=I ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ C^∞M.

Â. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C^∞M × M −→ End_C∞_{M×M} (I=I^2) ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÅËÃÉÀ C^∞(M × M) −→ C^∞(M × M)=I = C^∞M:

œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ I=I^2 ÓÎÁÂÖÅÎÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ C^∞M-ÍÏÄÕÌÑ. Œ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ I=I^2 ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ~^1M ËÁË C^∞M-ÍÏÄÕÌØ.

8.3. áÌÇÅÂÒÁ ÄÅ òÁÍÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.7. ðÕÓÔØ M { ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ ~^iM ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ- ÎÙÈ i-ÆÏÒÍ ÎÁ M, ÔÏ ÅÓÔØ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ i-ÆÏÒÍ ÎÁ T M.

úÁÄÁÞÁ 8.24. ðÕÓÔØ ⨂ k T^∗M^˝−→ ~^kM { ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ~^iM × ~^j M −→ ~^{i+j} M ËÁË ¸ ∧ ˛ −→ ˝(¸ ⊗ ˛), ÇÄÅ ¸ ⊗ ˛ { ÓÅÞÅÎÉÅ ~^iM ⊗ ~^j M ⊂ ⨂ i+j T^∗M, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ¸ É ˛. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ, É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ¸∧˛ = (−1)^{ij} ˛ ∧¸. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.8. áÌÇÅÂÒÁ ~^∗M := ⊕_i~^iM Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ŒÙÛÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÄÅ òÁÍÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 8.25. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ~^∗M ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ C^∞M = ~^0M É 1-ÆÏÒÍÁÍÉ ŒÉÄÁ df, ÇÄÅ f ∈ C^∞M.

úÁÄÁÞÁ 8.26. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.9. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÄÅ òÁÍÁ d : ~^∗M −→ ~^{∗+1}M ÅÓÔØ R-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ.

(i) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ ~^0 = C^∞M, df ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ~^1M, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁŒÅÎ ÏÂÒÁÚÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ËÜÌÅÒÏŒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ df ∈ ˙^1M.

(ii) (ðÒÁŒÉÌÏ ìÅÊÂÎÉÃÁ) d(a ∧ b) = da ∧ b + (−1)^j a ∧ db, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a ∈ ~^iM; b ∈ ~^j M. (iii) d^2 = 0.

úÁÄÁÞÁ 8.27 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÄÅ òÁÍÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 8.28. ðÕÓÔØ t_1; :::; t_n { ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ R^n, Á ¸ ∈ ~^∗R^n { ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÎÏÍ, ÐÏÌÕÞÅÎ- ÎÙÊ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ dt_i. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÄÅ òÁÍÁ ÎÁ C^∞R^n ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ f¸ Œ ∑ i df dt_i dti ∧ ¸, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ C

∞R^n.

úÁÄÁÞÁ 8.29.

Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÄÅ òÁÍÁ d : ~^∗M −→ ~^{∗+1}M ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 3 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 8, version 3.0, 09.04.2010

Â. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÄÅ òÁÍÁ ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÕÞËÏŒ. õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÄÅ òÁÍÁ. úÁÄÁÞÁ 8.30 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÄÅ òÁÍÁ. õËÁÚÁÎÉÅ. ìÏËÁÌØÎÏ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÄÅ òÁÍÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎ Œ ÚÁÄÁÞÅ 8.28. þÔÏÂÙ ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ Ë ÇÌÏÂÁÌØÎÏÍÕ, ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, É ÐÒÉÍÅÎÉÔÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÐÕÞËÁ. úÁÄÁÞÁ 8.31 (*). ðÕÓÔØ R { ËÏÌØÃÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ, Á ˙^iR := ~^i_R˙^1R ŒÎÅÛÎÑÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËÜÌÅ- ÒÏŒÙÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÄÅ òÁÍÁ d : ˙^∗R −→ ˙^{∗+1}R, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ŒÙÛÅÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ.

8.4. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ìÉ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.10. ðÕÓÔØ A^∗ = ⊕_{i∈Z}A^i { ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ. ïÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÐÅÒ- ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ab = (−1)^{ij} ba ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a ∈ A^i; b ∈ A^j . úÁÍÅÞÁÎÉÅ. çÒÁÓÓÍÁÎÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ~^∗V , ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ úÁÄÁÞÁ 8.32. ðÕÓÔØ A^∗; B^∗ { ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ, Á A^∗ ⊗ B^∗ ÉÈ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, Ó ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÏÊ (A^∗ ⊗ B^∗)^p := ⊕_{i+j=p}A^i ⊗ B^j , É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÆÏÒÍÕÌÏÊ a ⊗ b · a^′ ⊗ b^′ = (−1)^{ij} aa^′ ⊗ bb^′, ÇÄÅ a^′ ∈ A^i; b ∈ B^j . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ. úÁÄÁÞÁ 8.33. ðÕÓÔØ V; W { ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, A^∗ := ~^∗V; B^∗ := ~^∗W ÉÈ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÙ. äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ~^∗(V ⊕ W ) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ A^∗ ⊗ B^∗, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍÕ, ËÁË Œ ÐÒÏÛÌÏÊ ÚÁÄÁÞÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.11. ðÕÓÔØ A^∗ { ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, Á D : A^∗ −→ A^{∗+i} { ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÄŒÉÇÁÀÝÅÅ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÕ ÎÁ i. ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÐÅÒÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ D(ab) = D(a)b + (−1)^{ij} aD(b), ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A^j .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ i ÞÅÔÎÏ, ÓÕÐÅÒÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÎÅÞÅÔÎÏ, ÏÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÞÅÔÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÄÅ òÁÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÞÅÔÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ). ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.12. ðÕÓÔØ M { ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Á X ∈ T M { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ i_X : ~^iM −→ ~^{i−1}M, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÕÀ i-ÆÏÒÍÕ ¸ Œ (i − 1)- ÆÏÒÍÕ v_1; :::; v_{i−1} −→ ¸(X; v_1; :::; v_{i−1}) úÁÄÁÞÁ 8.34. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ i_X ÅÓÔØ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 8.35 (*). ðÕÓÔØ D : A^∗ −→ A^{∗+i} { ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÐÒÉÞÅÍ i ≠ 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ e^D := 1+D+^{D2}_2 +:::+^{Di}_{i!} +::: ÜÔÏ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ A^∗ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ D ÜÔÏ ÓÕÐÅÒÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.13. ðÕÓÔØ A^∗ { ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á E : A^∗ −→ A^{∗+i}, F : A^∗ −→ A^{∗+j} { ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÓÄŒÉÇÁÀÝÉÅ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÕ ÎÁ i; j. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ {E; F } := EF − (−1)^{ij} F E úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÓÄŒÉÇÁÀÝÉÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÕ ÎÁ i, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÅÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ i ÞÅÔÎÏ, É ÎÅ- ÞÅÔÎÙÍ Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 4 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 8, version 3.0, 09.04.2010

úÁÄÁÞÁ 8.36. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÕÐÅÒÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ñËÏÂÉ, {E; {F; G}} = {{E; F }; G} + (−1)^{~E ~F} {F; {E; G}} ÇÄÅ ~E É ~F ÞÅÔÎÙÅ, ÅÓÌÉ E; F ÞÅÔÎÙÅ, É ÎÅÞÅÔÎÙÅ Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÔØ ÐÒÏÓÔÏÅ ÍÎÅÍÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÅÅ ÚÁÐÏÍÉÎÁÔØ ÓÕÐÅÒÔÏÖÄÅÓÔŒÁ, ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÅÎ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ. œÓÑËÉÊ ÒÁÚ, ËÏÇÄÁ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÍÅÓÔÁÍÉ ÄŒÅ ÂÕËŒÙ, Œ ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ÎÁÄÏ ÄÏÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ −1, ÅÓÌÉ ÜÔÉ ÄŒÅ ÂÕËŒÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÎÅÞÅÔÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ.

úÁÄÁÞÁ 8.37. ðÕÓÔØ A^∗ { ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, a ∈ A. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ L_a : A −→ A ÜÎÄÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ b Œ ab. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ D ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÐÅÒÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, D(1) = 0 É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ A^i, ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ {D; L_a} ÒÁŒÅÎ L_b ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ b ∈ A^∗. úÁÄÁÞÁ 8.38 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÓÕÐÅÒÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÊ { ÓÎÏŒÁ ÓÕÐÅÒÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÏŒÁÎÉÅ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÓÕÐÅÒÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ ñËÏÂÉ, É ÐÒÉÍÅÎÉÔÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.14. ðÕÓÔØ M { ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Á v ∈ T M { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ. üÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ Lie_v : ~^∗M −→ ~^∗M, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÕ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ìÉ ŒÄÏÌØ v, ÅÓÌÉ ÏÎ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ (i) îÁ ÆÕÎËÃÉÑÈ, Lie_v ÒÁŒÎÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ŒÄÏÌØ v. (ii) [Lie_v; d] = 0 (iii) Lie_v { ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 8.39. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ìÉ ŒÄÏÌØ v ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÎÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ (i)-(iii). õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ ÖÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÓÑ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÄÅ òÁÍÁ.

úÁÄÁÞÁ 8.40. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ {d; {d; E}} = 0, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ E ∈ End(~^∗M). õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÓÕÐÅÒ-ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ ñËÏÂÉ.

úÁÄÁÞÁ 8.41. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ {d; i_v} ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó d, ÇÄÅ i_v : ~^∗M −→ ~^{∗−1}M { ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ v Œ ÆÏÒÍÕ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 8.42 (!). (æÏÒÍÕÌÁ ëÁÒÔÁÎÁ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ {d; i_v} { ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ìÉ ŒÄÏÌØ v. úÁÄÁÞÁ 8.43 (*). ðÕÓÔØ v; v^′ ∈ T M { ÄŒÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÑ, Á i_{v⊗v}′ : ~^∗M −→ ~^{∗−2}M { ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ v; v^′ Œ 2-ÆÏÒÍÕ, i_{v⊗v}′ = i_vi_v′ . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ i-ÆÏÒÍÕ ¸ ∈ ~^∗M, É ÐÕÓÔØ L_ff { ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ¸. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ x −→ [i_{v⊗v}′ ; L_ff](x) − L_{iv⊗v′} (¸) ∧ x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ.

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 5 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 8, version 3.0, 09.04.2010

8.5. ìÅÍÍÁ ðÕÁÎËÁÒÅ

úÁÄÁÞÁ 8.44. ðÕÓÔØ t { ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, f(t) ∈ C^∞R { ÆÕÎËÃÉÑ, f(0) = 0, Á v := t^d_{dt} { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ R(f)(t) :=

∫_0 1 f(–t) – d– ÓÈÏÄÉÔÓÑ, É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ Lie_v R(f) = f.

úÁÄÁÞÁ 8.45. ðÕÓÔØ t_1; :::; t_n { ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ R^n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÄÉÁÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ v := ∑ i t_i^d_{dti} . ðÕÓÔØ f ∈ C^∞R^n { ÆÕÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ f(0) = 0, Á x = (x_1; :::; x_n) { ÔÏÞËÁ Œ R^n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ R(f)(x) :=

∫_0 1 f(–x) – d– ÓÈÏÄÉÔÓÑ, É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ Lie_v R(f) = f. õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.15. ïÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚŒÅÚÄÞÁÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ U, ÏÔÒÅÚÏË [0; x] ÌÅÖÉÔ Œ U.

úÁÄÁÞÁ 8.46. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÆÏÒÍÁ ¸ ∈ ~^iU ÎÁ ÚŒÅÚÄÞÁÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ Lie_v ¸ = 0, ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ i > 0.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ. úÁÄÁÞÁ 8.47 (!). ðÕÓÔØ U { ÚŒÅÚÄÞÁÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^n, Á i > 0. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ R : ~^iU −→ ~^iU ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ Lie_v R¸ = R Lie_v ¸ = ¸ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ¸ ∈ ~^iU. úÁÄÁÞÁ 8.48 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ {R; d} = 0 õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ {R; d} Lie_v ¸ = Rd Lie_v ¸ + dR Lie_v ¸ = −R Lie_v d¸ + d¸ = 0. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØÀ Lie_v.

úÁÄÁÞÁ 8.49. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ {d; i_v}R(¸) = ¸, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ i-ÆÏÒÍÙ ¸ ÎÁ ÚŒÅÚÄÞÁÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ, i > 0. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.16. æÏÒÍÁ ŒÉÄÁ d¸ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ, ÆÏÒÍÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÁÌ { ÚÁÍËÎÕÔÏÊ. ðÏÓËÏÌØËÕ d^2 = 0, ÌÀÂÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÚÁÍËÎÕÔÁ. i-Å ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÄÅ òÁÍÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M { ÆÁËÔÏÒ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ i-ÆÏÒÍ ÐÏ ÔÏÞÎÙÍ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ H^i(M). úÁÄÁÞÁ 8.50. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÎÕÌÅŒÙÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÄÅ òÁÍÁ ÓŒÑÚÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. úÁÄÁÞÁ 8.51 (!). ðÕÓÔØ ¸ ∈ ~^iU { ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÚŒÅÚÄÞÁÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U, ÇÄÅ i > 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ¸ = di_vR(¸).

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 8.52 (!). (ÌÅÍÍÁ ðÕÁÎËÁÒÅ) ðÕÓÔØ U { ÚŒÅÚÄÞÁÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H^i(U) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i > 0.

úÁÄÁÞÁ 8.53 (*). ðÕÓÔØ ÎÁ R^n ÚÁÄÁÎÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ v, Ó ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÎÕÌÅÍ Œ ÔÏÞËÅ x. ðÒÅÄÐÏÌÏ- ÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Dv | |_x Œ È ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ Rn Œ Rn, ÐÒÉÞÅÍ ÌÀÂÁÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ v ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ x. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ìÉ Lie_v ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÎÁ ~^iR^n ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i > 0.

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 6 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 8, version 3.0, 09.04.2010

8.6. ðÒÑÍÏÊ É ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÆÏÒÍÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.17. ðÕÓÔØ M^Œ−→ N { ÍÏÒÆÉÚÍ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, Á ~^1N^{Œ∗}−→ ~^1M { ÉÎÄÕ- ÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ fdg Œ ffi^∗fdffi^∗g. æÏÒÍÁ ffi^∗¸ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ¸. úÁÄÁÞÁ 8.54. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ffi^∗ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ Ó ~^1N ÄÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ

ffi^∗ : ~^∗N −→ ~^∗M:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.18. ïÂÒÁÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ i-ÆÏÒÍÙ ¸ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ffi^∗¸, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ËÁË Œ ÐÒÅÄÙÄÕ- ÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ. åÓÌÉ M^Œ−→ N ÜÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ, ÆÏÒÍÁ ffi^∗¸ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ¸ ÎÁ M ,→ N.

úÁÄÁÞÁ 8.55. ðÕÓÔØ x ∈ T_mM { ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, Á ¸ ∈ ~^1N { 1-ÆÏÒÍÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ffi^∗¸(x) = ¸ (D_Œ(x)), ÇÄÅ D_Œ : T_mM −→ T_{Œ(m)}N ÜÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ.

úÁÄÁÞÁ 8.56 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ffi^∗d¸ = dffi^∗¸.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.19. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ¸ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÏÊ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ, ÅÓÌÉ ¸ = 0 ŒÎÅ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.20. ðÕÓÔØ M { n-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Á ~^n_c (M) { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ n-ÆÏÒÍ Ó ËÏÍÐÁËÔ- ÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ M : ~^n_c (M) −→ R ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ. (i) ∫ M (¸ + ˛) = ∫ M ¸ + ∫ M ˛. (ii) ∫ M ffi^∗¸ = ∫ N ¸, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ M^Œ−→ N É ¸ ∈ ~^n_c (N).

(iii) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÌÁÄËÏÇÏ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ R^{n Œ}−→ M, É ÆÏÒÍÙ ¸ ∈ ~^n_c (M), ÉÍÅÅÍ ∫ M ¸ = ∫ R^n fd—, ÇÄÅ d— ÅÓÔØ ÏÂÙÞÎÁÑ ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ R

n, f =^{Œ∗ff}_{Vol Rn} , Á Vol R^n { ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÂSSÅÍÁ, Vol R^n = dt_1 ∧ dt_2 ∧ ::: ∧ dt_n.

úÁÄÁÞÁ 8.57 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ŒÙÛÅÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÍÉ ÁËÓÉÏÍÁÍÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÅÎ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.21. ðÕÓÔØ N^ß−→ M { ÎÅÏÓÏÂÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÓÏ ÓÌÏÑÍÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k, Á ¸ ∈ ~^{i+k}_c N { ÆÏÒÍÁ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ. ðÒÑÍÏÊ ÏÂÒÁÚ ı_∗¸ ∈ ~^i_cM ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÆÏÒÍÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ∫ M ı_∗¸ ∧ ˛ = ∫ N ¸ ∧ ı^∗˛;

ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÙ ˛ ∈ ~^{dim M−i}M.

úÁÄÁÞÁ 8.58 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ı_∗¸ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 8.59 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ı_∗¸ ∈ ~^i_cM ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ¸ ∈ ~^{i+k}_c N

õËÁÚÁÎÉÅ. üÔÏ "ÉÎÔÅÇÒÁÌ ŒÄÏÌØ ÓÌÏÅŒ" ı.

úÁÄÁÞÁ 8.60 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ı_∗d¸ = dı_∗¸.

úÁÄÁÞÁ 8.61 (*). ðÕÓÔØ ¸ { (n − 1)-ÆÏÒÍÁ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M Ó ËÒÁÅÍ @M. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ∫ @M ¸ ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ (ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ) ¸ ÎÁ @M. äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ óÔÏËÓÁ: ∫ M d¸ = ∫ @M ¸: õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, É ÐÒÉÍÅÎÉÔÅ ÉÎÄÕËÃÉÀ.

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 7 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 8, version 3.0, 09.04.2010