äÌÑ ÚÁÞÅÔÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔËÕ ÎÁÄÏ ÓÄÁÔØ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ ÚŒÅÚÄÏÞÅË. úÁÄÁÞÉ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ. óÄÁŒÛÉÍ k ÚÁÄÁÞ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ 2k ÚÁÄÁÞ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÉÓÔÏÞËÁ. úÁÄÁÞÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ (!), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÁŒÁÔØ ŒÓÅÍ.

áÎÁÌÉÚ 7: äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

7.1. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ ËÏÌØÃÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.1. ëÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A; B (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ [A; B]) ÜÔÏ AB − BA. úÁÄÁÞÁ 7.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÄŒÕÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÊ { ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ. úÁÄÁÞÁ 7.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ñËÏÂÉ [A; [B; C]] = [[A; B]; C] + [B; [A; C]]:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.2. ðÕÓÔØ R - ËÏÌØÃÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ 0 | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R^v−→ R, ËÏÔÏÒÏÅ R-ÌÉÎÅÊÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ r ∈ R Œ v(1)r. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Di¸^0(R). äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ i > 0 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÎÄÕË- ÔÉŒÎÏ, Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÐÏÒÑÄËÁ i − 1. á ÉÍÅÎÎÏ, ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ k-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ a : R −→ R ÌÅÖÉÔ Œ Di¸^i(R), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ∈ Di¸^0(R), ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [a; v] ÌÅÖÉÔ Œ Di¸^{i−1}(R). íÙ ÉÍÅÅÍ ÃÅÐÏÞËÕ ŒÌÏÖÅÎÉÊ Di¸^0(R) ⊂ Di¸^1(R) ⊂ Di¸^2(R) ⊂ :::

ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ Di¸^i(R) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. ëÁË ÍÙ ÕŒÉ- ÄÉÍ ÎÅÍÎÏÇÏ ÐÏÇÏÄÑ, Di¸^∗(R) ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÁÌÇÅÂÒÕ (ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ, ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ). äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ ËÏÌØÃÅ C^∞M ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÎÁ í, É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ Di¸^∗(M).

úÁÄÁÞÁ 7.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Di¸^0(R) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ R.

úÁÄÁÞÁ 7.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ { ÜÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. úÁÄÁÞÁ 7.5. ðÕÓÔØ D ∈ Di¸^1(R) { ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, Á D^′(a) = D(Á) − D(1)a. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 7.6 (!). ðÕÓÔØ D^i ∈ Di¸^i(R), D^j ∈ Di¸^j (R) - ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ D^iD^j ÌÅÖÉÔ Œ Di¸^{i+j} (R). õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ É ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ [v; D^iD^j ] = [v; D^i]D^j + D^i[v; D^j ] úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÌÇÅÂÒÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ- ÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 7.7. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØÃÏ C[t]=(t^2 = 0) (ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ Ó ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ t^2 = 0). îÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÁÌÇÅÂÒÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 7.8 (*). ðÕÓÔØ k { ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0, K { ÅÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ. îÁÊÄÉÔÅ Di¸^∗_k(K). úÁÄÁÞÁ 7.9 (*). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØÃÏ, ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k = C. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÁÌÇÅ- ÂÒÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 7.10 (!). ðÕÓÔØ I ⊂ R - ÉÄÅÁÌ, Á D ∈ Di¸^k(R) - ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ D(I^{k+1}) ⊂ I.

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 1 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 7, version 1.1, 26.03.2010

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ D(a_1a_2:::a_k) = D^′(Á_2a_3:::a_k) + Á_1D(Á_2a_3:::a_k), ÇÄÅ D^′ ∈ Di¸^{k−1}(R). œÏÓÐÏÌØ- ÚÕÊÔÅÓØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 7.11 (!). ðÕÓÔØ D^i ∈ Di¸^i(R), D^j ∈ Di¸^j (R) - ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [D^i; D^j ] ÌÅÖÉÔ Œ Di¸^{i+j−1}(R).

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ É ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ ñËÏÂÉ:

[v; [D^iD^j ]] = [[v; D^i]; D^j ] + [D^i; [v; D^j ]]:

7.2. ëÏÌØÃÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, R = R[t_1; :::; t_n] ÜÔÏ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0.

úÁÄÁÞÁ 7.12. ðÕÓÔØ D { ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ k ÎÁ R, ËÏÔÏÒÙÊ ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ŒÓÅÈ ÐÏÌÉÎÏÍÁÈ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ D = 0.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉÍÅÎÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ D(a_1a_2:::a_k) = D^′(Á_2a_3:::a_k) + Á_1D(Á_2a_3:::a_k), ÇÄÅ D^′ ∈ Di¸^{k−1}(R). œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 7.13. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ D = f^d_{dti1}^d_{dti2}^d_{dti3} :::^d_{dtik} . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÒÁŒÅÎ 0 ÎÁ ŒÓÅÈ ÍÏÎÏÍÁÈ ÓÔÅÐÅÎÉ < k É cf ÎÁ

∏_k

j=1 t_{ij} , ÇÄÅ c = m_1!m_2!m_3!:::; m_n!, Á m_i { ËÒÁÔÎÏÓÔØ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ^d_{dti} ŒÈÏÄÉÔ Œ ÍÏÎÏÍ D.

úÁÄÁÞÁ 7.14 (!). ðÕÓÔØ P_k ⊂ R { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÍÏÎÏÍÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ k, Á ¯ : P_k −→ R { ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ ⩽ k, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ P_k ÒÁŒÎÏ ¯.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, ÐÒÉÍÅÎÉÔÅ ÉÎÄÕËÃÉÀ.

úÁÄÁÞÁ 7.15 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ t_i É^d_{dti} .

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 7.12 É ÚÁÄÁÞÅÊ 7.14.

úÁÄÁÞÁ 7.16 (*). ðÕÓÔØ R = k[t_1; ::t_n] - ËÏÌØÃÏ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ Di¸^∗(R) ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ t_1; t_2; :::t_n;^d_{dt1} ;^d_{dt2} ; :::^d_{dtn} , Ó ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ

[t_i; t_j ] = 0; [ d dt_i ; d dt_j ] = 0; (i, j - ÌÀÂÙÅ) [ t_i; d dt_i ] = 1; [ d dt_i

; t_j ] = 0 (i ≠ j)

úÁÄÁÞÁ 7.17 (*). ðÕÓÔØ R { ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÎÕÌÅŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ Di¸^∗(R) ÎÅ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ Di¸^1(R)?

7.3. ëÏÌØÃÏ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.3. ðÕÓÔØ A - ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ, Á

á_0 ⊂ A_1 ⊂ :::

ÎÁÂÏÒ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ A = ⋃ i A_i. üÔÏÔ ÎÁÂÏÒ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÅÊ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ, ÅÓÌÉ A_iA_j ⊂ A_{i+j} . éÚ ÚÁÄÁÞÉ 7.6 ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÌÇÅÂÒÕ Ó ÆÉÌØÔÒÁÃÉÅÊ (ÆÉÌØÔÒÏŒÁÎÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ).

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 2 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 7, version 1.1, 26.03.2010

úÁÄÁÞÁ 7.18. ðÕÓÔØ A = ⋃ i A_i { ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÆÉÌØÔÒÁÃÉÅÊ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÍ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ⨁ i A_i=A_{i−1} ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏŒ a mod A_{i−1} É b mod A_{j−1} ÄÁŒÁÌÏ ab mod A_{i+j−1}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, É ÚÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁ ⨁ i A_i=A_{i−1}.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.4. áÌÇÅÂÒÁ ⨁ i A_i=A_{i−1} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÆÉÌØÔÒÁÃÉÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 7.19. îÁÊÄÉÔÅ ÁÌÇÅÂÒÕ Ó ÆÉÌØÔÒÁÃÉÅÊ, ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ⨁ i A_i=A_{i−1} ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ŒÓÅÈ i > 0.

úÁÄÁÞÁ 7.20 (*). ðÕÓÔØ R { ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÎÁÄ k, t_1; :::; t_n ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÕÀ- ÝÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ R^i ⊂ R ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÍÏÎÏÍÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ i. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ. œÓÅÇÄÁ ÌÉ R ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÍÕ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ËÏÌØÃÕ ⨁ i R_i=R_{i−1}?

úÁÄÁÞÁ 7.21. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ Di¸^∗(R) Ó ÆÉÌØÔÒÁÃÉÅÊ

Di¸^0(R) ⊂ Di¸^1(R) ⊂ Di¸^2(R) ⊂ :::

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÅ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÁÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 7.11.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.5. ðÕÓÔØ R - ËÏÌØÃÏ, Di¸^∗(R) - ÁÌÇÅÂÒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, Á

⊕S^i := ⨁ i Di¸^i(R)= Di¸^{i−1}(R)

{ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÅ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. üÔÏ ËÏÌØÃÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. åÇÏ ÎÕÌÅŒÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ S^0 = Di¸^0(R) ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó R, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÌØÃÏ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ R-ÁÌÇÅÂÒÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 7.22. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 7.23. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Di¸^1(R)= Di¸^0(R) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÊ R.

úÁÄÁÞÁ 7.24. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ Der(R) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÊ ÎÁ R, ÎÁÄÅÌÅÎÎÏÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ R-ÍÏÄÕÌÑ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ ⨁ i Sym^i_R(Der(R)) −→ ⨁ i S^i;

ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÁ Der(R).

úÁÄÁÞÁ 7.25 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏŒ C[t_1; :::; t_n] ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÔ 2n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

7.4. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, R = C^∞R^n, Á t_1; :::; t_n { ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

úÁÄÁÞÁ 7.26. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ R, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ a ÚÁ L_a ∈ Di¸^0(R). ðÕÓÔØ D ∈ Di¸^i(R) { ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ i, ËÏÔÏÒÙÊ ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÐÏÌÉÎÏÍÁÈ, Á P { ÐÏÌÉÎÏÍ ÏÔ t_i. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [D; L_P ] { ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ i − 1, ËÏÔÏÒÙÊ ÔÏÖÅ ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÐÏÌÉÎÏÍÁÈ.

úÁÄÁÞÁ 7.27. ðÕÓÔØ D { ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ R, ËÏÔÏÒÙÊ ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ŒÓÅÈ ÐÏÌÉÎÏÍÁÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ D(P f) = P D(f), ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ P .

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 3 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 7, version 1.1, 26.03.2010

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 7.28. ðÕÓÔØ D - ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ i, Á f ∈ m^{i+1}_x , ÇÄÅ m_x ⊂ R { ÍÁËÓÉÍÁÌØ- ÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÔÏÞËÉ x ∈ R^n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ D(f) ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ Œ x.

úÁÄÁÞÁ 7.29 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÐÏÌÉÎÏ- ÍÁÈ, ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ R, ÎÁÊÄÉÔÅ ÐÏÌÉÎÏÍ P ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f − P ∈ m^{i+1}_x . úÁÄÁÞÁ 7.30 (!). ðÕÓÔØ P_k ⊂ R { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÍÏÎÏÍÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ k, Á ¯ : P_k −→ R { ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ D ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ P_k ÒÁŒÎÏ ¯. ðÒÅÄÓÔÁŒØÔÅ D ËÁË ÓÕÍÍÕ ÍÏÎÏÍÏŒ ŒÉÄÁ f^d_{dti1}^d_{dti2}^d_{dti3} :::^d_{dtik′} , k^′ ⩽ k. õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÕ 7.14.

úÁÄÁÞÁ 7.31 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁ R ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ (ÎÁÄ R) ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑÍÉ ŒÉÄÁ^d_{di} .

õËÁÚÁÎÉÅ. œÙÒÁÚÉÔÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÐÏÌÉÎÏÍÙ, É ÐÒÉÍÅÎÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ 7.29.

7.5. ëÏÌØÃÏ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, R = C^∞M, ÇÄÅ M { ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Á ⊕S^i := ⨁ i Di¸^i(R)= Di¸^{i−1}(R) { ËÏÌØÃÏ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁ R. úÁÄÁÞÁ 7.32.

Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Sym^i_R(Der(R)) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ i ÎÁ T^∗M. Â. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ⨁ i Sym^i_R(Der(R)) ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÔÏÔÁÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ T^∗M, ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÎÁ ÓÌÏÑÈ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Der R ∼= T M.

úÁÄÁÞÁ 7.33. ðÕÓÔØ x ∈ M - ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ m^i_x=m^{i+1}_x ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Sym^i T^∗_x M.

úÁÄÁÞÁ 7.34. ðÕÓÔØ D ∈ Di¸^i(M) - ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ ⩽ i.

Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ D ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÉÄÅÁÌ m^{i+1}_x Œ m_x, É ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÄÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Sym^i T^∗_x M −→ R, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ Sym^i T_xM.

Â. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ÎÁ Di¸^{i−1}(M) ⊂ Di¸^i(M):

Œ. [!] äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ M, ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ ⨁ S^{i ¯x}−→ ⨁ Sym^i T_xM.

Ç. [!] äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ¯_xS^i ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÚÁÄÁÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ ⨁ i S^{i ¯}−→ ⨁ i Sym^i ô í (7.1)

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 4 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 7, version 1.1, 26.03.2010

úÁÄÁÞÁ 7.35 (!). ðÕÓÔØ v = ˘(u) ∈ ⨁ S^i ÌÅÖÉÔ Œ ÏÂÒÁÚÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ⨁ i Sym^i ô í^˘−→ ⨁ i S^i; (7.2)

ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ Œ ÚÁÄÁÞÅ 7.24. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ¯(v) = u. úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ¯ ∘ ˘ = Id. úÁÄÁÞÁ 7.36.

Á. ðÕÓÔØ D ∈ Di¸^i(M) - ÔÁËÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÞÔÏ D(m^i_x) ⊂ m_x ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x. äÏËÁÖÉÔÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ Di¸^0(M), ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [D; f] ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ D(m^{i−1}_x ) Œ m_x.

Â. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ, ŒÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ D ÌÅÖÉÔ Œ Di¸^{i−1}(M):

úÁÄÁÞÁ 7.37 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ⨁ i S^{i ¯}−→ ⨁ i Sym^i ô í ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÑÄÒÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ úÁÄÁÞÁ 7.38 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (7.2) - ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. úÁÄÁÞÁ 7.39 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Di¸^k(C^∞R^n) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ (ËÁË C^∞R^n-ÍÏÄÕÌØ) ⨁ i⩽k S^i.

úÁÄÁÞÁ 7.40 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Di¸^k(M) ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. îÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ k É n = dim M.

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 5 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 7, version 1.1, 26.03.2010