äÌÑ ÚÁÞÅÔÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔËÕ ÎÁÄÏ ÓÄÁÔØ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ ÚŒÅÚÄÏÞÅË. úÁÄÁÞÉ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ. óÄÁŒÛÉÍ k ÚÁÄÁÞ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ 2k ÚÁÄÁÞ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÉÓÔÏÞËÁ. úÁÄÁÞÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ (!), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÁŒÁÔØ ŒÓÅÍ.

áÎÁÌÉÚ 12: ëÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

12.1. óÌÁÂÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ É ÓÉÌØÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.1. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_i} Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÁÂÏ ÓÈÏ- ÄÑÝÅÊÓÑ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ — ∈ H^∗, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ —(x_i) ∈ C ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ïÂÙÞÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÉÌØÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ. ôÏÐÏÌÏÇÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÎ- ÄÕÃÉÒÕÅÔ ÓÌÁÂÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ, ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÌÁÂÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 12.1. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÓÌÁÂÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÎÏ ÎÅ Œ ÓÉÌØÎÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 12.2 (*). óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ H −→ H_1, ËÏÔÏ- ÒÏÅ ÎÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ Œ ÓÌÁÂÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ?

úÁÄÁÞÁ 12.3 (!). ðÕÓÔØ H { ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ Œ H ËÏÍÐÁËÔÅÎ Œ ÓÌÁÂÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ôÉÈÏÎÏŒÁ Ï ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ [−1; 1]^N Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏÊ ÓÈÏ- ÄÉÍÏÓÔÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.2. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÅÄËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÏÔÏ- ÒÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏ, Á ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÅÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÐÒÅÄËÏÍÐÁËÔÎÙÅ.

úÁÄÁÞÁ 12.4. ðÕÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ H −→ H_1 ÎÁ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÌÀ- ÂÕÀ ÓÌÁÂÏ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Œ ÓÉÌØÎÏ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ËÏÍÐÁËÔÅÎ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 12.5. ðÕÓÔØ {x_i} { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÌÁÂÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë x, Á A { ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ {A(x_i)} ÓÌÁÂÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë A(x).

úÁÄÁÞÁ 12.6 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ H −→ H_1 ËÏÍÐÁËÔÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÌÀÂÕÀ ÓÌÁÂÏ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Œ ÓÉÌØÎÏ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ.

12.2. ëÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

úÁÄÁÞÁ 12.7. ðÕÓÔØ K ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, A ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ AK É KA ËÏÍÐÁËÔÎÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.3. ëÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÅÎ.

úÁÄÁÞÁ 12.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ËÏÍÐÁËÔÅÎ.

úÁÄÁÞÁ 12.9. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÅÎ.

úÁÄÁÞÁ 12.10. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÕÀ ÎÏÒÍÕ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

‖A‖ := sup_{x≠0}

|A(x)| |x| : äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, ÅÇÏ ÎÏÒÍÁ ÍÅÎØÛÅ ∞. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ‖ · ‖ ÚÁÄÁÅÔ ÎÏÒÍÕ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 1 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 12, version 1.0, 07.05.2010

úÁÄÁÞÁ 12.11 (!). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÎÏÒ- ÍÏÊ ‖ · ‖, É ÐÕÓÔØ A { ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÌÅÖÁÝÉÊ Œ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ËÏÍÐÁËÔÅÎ.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÁÖÄÕÀ ÓÌÁÂÏ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Œ ÓÉÌØÎÏ ÓÈÏ- ÄÑÝÕÀÓÑ.

úÁÄÁÞÁ 12.12 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÚÁÍËÎÕÔÏ Œ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÎÏÒÍÅ.

úÁÄÁÞÁ 12.13. ðÕÓÔØ K { ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, Á T { ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ- ÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ker(1 − K). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ C > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ^{|x−K(x)|}_{|x|} > C, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ x ∈ T .

õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ^{|xi−K(xi)|}_{|xi|} ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ {x_i}, ŒÙÂÅÒÅÍ ÉÚ ÎÅÅ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ K(x_i) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë x, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ^{|xi−x|}_{|xi|} ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ |x_i − x| ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÔÏ ÅÓÔØ {x_i − K(x_i)} ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ Œ ÓÉÌØÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.

úÁÄÁÞÁ 12.14. ðÕÓÔØ K { ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H, Á {x_i} { ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ {x_i − K(x_i)} ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë z Œ ÓÉÌØÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ. ðÕÓÔØ T { ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ker(1 − K), Á ˝ : H −→ T { ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ.

Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {˝(x_i)} ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ.

Â. ðÕÓÔØ {x_i} ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ z ∈ im(1 − K).

õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ÐÅÒŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ. äÌÑ ŒÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÚÁÍÅÎÉÔÅ {x_i} ÎÁ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ K(x_i) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë y, É ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ {x_i} ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë z + y.

úÁÄÁÞÁ 12.15 (!). ðÕÓÔØ K { ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ 1 − K ÚÁÍËÎÕÔ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

12.3. ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

úÁÄÁÞÁ 12.16 (!). ðÕÓÔØ F : H_1 −→ H_2 | ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, H_2 ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F ÎÅ ÓÀÒØÅËÔÉŒÅÎ.

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ

P(H_1= ker F )^¯−→ PH_2;

ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ F . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ¯ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÅÊ F (R), ÇÄÅ R = {x ∈ H_1 : | 1 ⩽ |x| ⩽ 2}, Á ÚÎÁÞÉÔ ËÏÍÐÁËÔÅÎ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ òÉÓÓÁ, ÞÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ PH_2 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÏÍÐÁËÔÅÎ.

úÁÄÁÞÁ 12.17 (!). ðÕÓÔØ F : H_1 −→ H_2 ÂÉÅËÔÉŒÎÙÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÔÏÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ C > 0 ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ |F (x)| ⩾ C|x|, ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H^′_1 ⊂ H_1, Œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ ËÏÔÏÒÏÅ F ËÏÍÐÁËÔÅÎ. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÁÔØÓÑ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏ ÎÁ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ F (H^′_1).

úÁÄÁÞÁ 12.18 (!). ðÕÓÔØ F : H_1 −→ H_2 ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ.

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 2 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 12, version 1.0, 07.05.2010

(i) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F^′ : H_2 −→ H_1, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ F F^′ = Id_{H1} (Œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÓÌÅŒÁ).

(ii) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÞÉÓÌÏ C > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ |F (x)| ⩾ C|x|, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ H_1. (iii) ker F = 0, Á im F ÚÁÍËÎÕÔ.

õËÁÚÁÎÉÅ. éÍÐÌÉËÁÃÉÑ (i) ⇒ (ii) ÏÞÅŒÉÄÎÁ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ (Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ C ŒÏÚØÍÅÍ ÎÏÒÍÕ F^′). éÍ- ÐÌÉËÁÃÉÑ (ii) ⇒ (iii) ÔÏÖÅ ÏÞÅŒÉÄÎÁ, ÉÂÏ ÉÚ |F (x)| ⩾ C|x| ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ ŒÉÄÁ {F (z_i)}, z_i ∈ H_1, {z_i} { ÔÏÖÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ. éÍÐÌÉËÁÃÉÑ (iii) ⇒ (i), ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.

úÁÄÁÞÁ 12.19 (!). ðÕÓÔØ F : H_1 −→ H_2 | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ, ÂÉÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

12.4. æÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.4. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F : H_1 −→ H_2 ÎÁ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÙÍ (Fredholm), ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÚÁÍËÎÕÔ, Á ÑÄÒÏ É ËÏÑÄÒÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ. úÁÄÁÞÁ 12.20. ðÕÓÔØ F : H_1 −→ H_2 | ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÇÏÍÅÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ H_1= ker F Œ im F .

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 12.19.

úÁÄÁÞÁ 12.21. ðÕÓÔØ F : H_1 −→ H_2 | ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÒÅÄÇÏÌØ- ÍÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F_1 : H_2 −→ H_1 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Id_{H1} −F F_1 ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÅÎ (ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÏÂÒÁÚ).

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ Id_{H1} −F F_1 ËÏÍÐÁËÔÅÎ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.5. îÁÚÏŒÅÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ – : H −→ R ÎÁ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒŒÅ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ C > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ |–(x)| < C|x|.

úÁÄÁÞÁ 12.22. ðÕÓÔØ H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, H^∗ | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ H, Á x −→ (·; x) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ H Œ H^∗, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ x Œ ÆÏÒÍÕ y → (y; x). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

úÁÄÁÞÁ 12.23. ðÕÓÔØ F : H_1 −→ H_2 | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, Á F^∗ : H_2 −→ H_1 | ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ x ∈ H_2 Œ ŒÅËÔÏÒ y ∈ H_1, ËÏÔÏÒÙÊ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ (x; F (h)) = (y; h) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ h ∈ H_1.

Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ F^∗ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. Â. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F^∗ ŒÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. Œ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F^∗ | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ.

Ç. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ F^∗ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ. Ä. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F ËÏÍÐÁËÔÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ F^∗ ËÏÍÐÁËÔÅÎ.

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 3 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 12, version 1.0, 07.05.2010

õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅ- ÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ, F^∗ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ Ë F . úÁÄÁÞÁ 12.24. ðÕÓÔØ F : H_1 −→ H_2 | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, F^∗ | ÅÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ker F^∗ = H_2=im F , ÇÄÅ im F | ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÏÂÒÁÚÁ F .

úÁÄÁÞÁ 12.25 (!). ðÕÓÔØ F : H_1 −→ H_2, G : H_2 −→ H_3 - ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ.

Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ GF ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ, ÅÓÌÉ F É G ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÙ. Â. ðÕÓÔØ GF É F G ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F É G ÏÂÁ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÙ.

úÁÄÁÞÁ 12.26. ðÕÓÔØ GF ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ F É G ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÙ? úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÌÑ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÏÔÎÙÎÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÙ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÙ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H Œ ÓÅÂÑ.

úÁÄÁÞÁ 12.27 (!). ðÕÓÔØ K : H −→ H | ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Id_H +K ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ. õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 12.15, ÞÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ 1 + K ÚÁÍËÎÕÔ. äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ ker(1 + K), ÐÒÉÍÅÎÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ òÉÓÓÁ. äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ coker(1 + K), ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØÀ K^∗, É ÐÒÉÍÅÎÉÔÅ 12.24.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.6. äŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A ÜÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ I ⊂ A, ÞÔÏ aI ⊂ I É Ia ⊂ I ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ A. æÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A=I ÐÏ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅÍÕ ÉÄÅÁÌÕ ÎÁÄÅÌÅÎÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

úÁÄÁÞÁ 12.28. ðÕÓÔØ C | ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H, Á K ⊂ C | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K | ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.7. æÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ C=K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ëÁÌËÉÎÁ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H (Calkin).

úÁÄÁÞÁ 12.29 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ëÁÌËÉÎÁ ÐÒÏÓÔÁ (ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎ- ÎÉÈ ÉÄÅÁÌÏŒ).

úÁÄÁÞÁ 12.30 (!). ðÕÓÔØ F : H −→ H | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ËÌÁÓÓ [F ] Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ëÁÌËÉÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍ.^1 õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 12.21 É ÚÁÄÁÞÅÊ 12.25.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.8. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÎÁ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ∈ End(H) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F_1 : H −→ H, ÐÒÉÞÅÍ F F_1 = F_1F = Id_H .

úÁÄÁÞÁ 12.31 (*). ðÕÓÔØ F : H −→ H | ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, [F ] | ÅÇÏ ËÌÁÓÓ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ëÁÌËÉÎÁ. œÓÅÇÄÁ ÌÉ Õ [F ] ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌØ F^′, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÒÁÔÉÍ? õËÁÚÁÎÉÅ. éÎÄÅËÓÏÍ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ dim ker F − dim coker F:

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ F^′ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÑ Œ ËÌÁÓÓÅ [F ].

1üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ G_1; G_2 : H −→ H, ÞÔÏ F G_1 − 1 É G_2F − 1 ËÏÍÐÁËÔÎÙ.

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 4 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 12, version 1.0, 07.05.2010

úÁÄÁÞÁ 12.32 (!). ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F : H −→ H ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ " > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ G ∈ End(H), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÇÏ |G−F | < ", ÏÐÅÒÁÔÏÒ G ÔÁËÖÅ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ. õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ F , ÚÁÐÉÓÁŒ (Id_H + G_1)^{−1} = Id_H − G_1 + G^2_1 − G^3_1 + :::

ÇÄÅ G_1 = G − F . úÁÔÅÍ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ GF_1 = Id_H +G_1F + G_1K ÇÄÅ F_1 | ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ F F_1 = Id_H +K.

úÁÄÁÞÁ 12.33 (*). ðÕÓÔØ C | ÁÌÇÅÂÒÁ ŒÓÅÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, Á F ⊂ C | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ F ÏÔËÒÙÔÏ, Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÓŒÑÚÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ F.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÉÎ- ÄÅËÓÏÍ ÓŒÑÚÎÏ.

12.5. óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.9. ðÕÓÔØ F : H −→ H | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. óÐÅËÔÒÏÍ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Spec F ⊂ C ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ – ∈ C ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F − – Id_H ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍ.

úÁÄÁÞÁ 12.34. ðÕÓÔØ F : H −→ H | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, – ∈ C ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ. (i) – =∈ Spec F (ii) ñÄÒÏ F − – Id_H ÐÕÓÔÏ, a ÏÂÒÁÚ F − – Id H ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó H úÁÄÁÞÁ 12.35 (!). ðÕÓÔØ F : H −→ H | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, Á – ∈ C ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÅÅ Œ ÅÇÏ ÓÐÅËÔÒÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ C > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ |F (x) − –x| > C|x|, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ H. úÁÄÁÞÁ 12.36 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Spec F ÚÁÍËÎÕÔ Œ C. õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 12.32.

úÁÄÁÞÁ 12.37 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Spec F ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ (ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ËÒÕÇÅ). úÁÄÁÞÁ 12.38 (*). ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÐÅËÔÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ÜÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËÒÕÇ. úÁÄÁÞÁ 12.39 (!). ðÕÓÔØ K : H −→ H ËÏÍÐÁËÔÅÎ, – ∈ Spec K, – ≠ 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H_{–;n} := ker(K − – Id_H )^n ÎÅÐÕÓÔÏ É ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ n, ÐÒÉÞÅÍ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ mult(–), ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÏÔ n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K(H_{–;n}) ⊂ H_{–;n}. õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ K − – Id_H ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 12.40. ðÕÓÔØ " | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á K | ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉ- ÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {– ∈ Spec K | |–| > "} ËÏÎÅÞÎÏ. õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ òÉÓÓÁ.

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 5 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 12, version 1.0, 07.05.2010

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÓÐÅËÔÒ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÓÞÅÔÅÎ É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌØ- ÎÙÈ ÔÏÞÅË, ËÒÏÍÅ ÎÕÌÑ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÄÁÞÅ 12.39, ËÁÖÄÏÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÞÉÓÌÏ ¸ ∈ Spec K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ K. üÔÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Œ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔ "ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÄÌÑ ËÏÍÐÁËÔ- ÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ".

úÁÄÁÞÁ 12.41 (*). ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ K : H −→ H Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÂÒÁÚ K ÂÙÔØ ÐÌÏÔÅÎ Œ H?

úÁÄÁÞÁ 12.42. ðÕÓÔØ K { ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ËŒÁÄÒÁÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÅÎ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ K ÔÏÖÅ ËÏÍÐÁËÔÅÎ?

12.6. óÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.10. ïÐÅÒÁÔÏÒ A : H −→ H ÎÁ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ (Ax; y) = (x; Ay) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ H.

úÁÄÁÞÁ 12.43. ðÕÓÔØ A : H −→ H ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (A(x); x) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏ- ÇÏ x ∈ H.

úÁÄÁÞÁ 12.44. ðÕÓÔØ H_1 ⊂ H | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, A ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÐÒÉÞÅÍ A(H_1) ⊂ H_1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ H^⊥_1 .

úÁÄÁÞÁ 12.45 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÅ- ÖÉÔ Œ R ⊂ C.

õËÁÚÁÎÉÅ. éÚ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ (A(x); x) ÐÏÌÕÞÉÔÅ, ÞÔÏ

|Im(A(x) − –x; x)| > |Im(–)| · |x|:

œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ |A(x) − –x| > C|x|, ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ C > 0. éÚ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÕÞÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ A ÚÁÍËÎÕÔ, Á ÑÄÒÏ ÐÕÓÔÏ. ôÅÐÅÒØ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÔÅÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ËÏÑÄÒÏ A ÒÁŒÎÏ ÑÄÒÕ A^∗.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.11. óÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ (A(x); x) ⩾ 0, É ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÔÒÏÇÏÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ x.

úÁÄÁÞÁ 12.46. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ŒÓÅÇÄÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ.

úÁÄÁÞÁ 12.47. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ- ÎÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ

úÁÄÁÞÁ 12.48. ðÕÓÔØ K ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ H, Á {x_i} ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÓÌÁÂÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ Ë x ∈ H. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ lim(K(x_i); x_i) = (K(x); x).

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÓÉÌØÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ {K(x_i)} ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë K(x). œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ lim(K(x_i); x_i) = lim(K(x); x_i). ðÒÉÍÅÎÉŒ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÁÂÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ lim(K(x); x_i) = (K(x); x).

úÁÄÁÞÁ 12.49 (!). ðÕÓÔØ K | ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, Á s | ÓÕÐÒÅÍÕÍ ÆÕÎËÃÉÉ x −→ (K(x); È) ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ÛÁÒÅ B_1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ s = (K(x_0); x_0) ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ x_0 ∈ B_1

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 12.50. ðÕÓÔØ K | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ H, s > 0 | ÓÕÐÒÅÍÕÍ ÆÕÎËÃÉÉ x −→^{(K(x);È)}_{|x|2} , Á S ⊂ H | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÇÄÅ ÏÎ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ S ÅÓÔØ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ K, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ s.

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 6 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 12, version 1.0, 07.05.2010

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ S ÅÓÔØ ÎÕÌØ-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ z −→ (x; x) −^1_s (K(x); x).

úÁÄÁÞÁ 12.51 (!). ðÕÓÔØ A | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ, ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÐÒÉÞÅÍ Spec A ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÏ- ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ (A(x); x) < 0 ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ x. ðÒÉÍÅÎÉŒ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ −A, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÀ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÌÅÖÉÔ Œ [0; ∞[ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ.

úÁÄÁÞÁ 12.52. ðÕÓÔØ A | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A = 0.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 12.53 (!). ðÕÓÔØ A | ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ, ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ H. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ H_¸ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ⋃ n∈N ker(A − ¸ Id_H )^n

(ÐÏÓËÏÌØËÕ A ËÏÍÐÁËÔÅÎ, ÜÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÛÁÇÅ, Á, ÚÎÁÞÉÔ, ŒÓÅ H_¸ ËÏ- ÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ⨁

¸∈Spec A

H_¸

ÐÌÏÔÎÏ Œ H.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ, É ÐÒÉÍÅÎÉÔÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ. úÁÄÁÞÁ 12.54 (*). œÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÂÅÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ Ï ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ A? úÁÄÁÞÁ 12.55 (!). ðÕÓÔØ A : H −→ H | ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ, ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÐÅË- ÔÒÁÌØÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ: Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÂÁÚÉÓÅ x_1; x_2; :::, ÄÅÊÓÔŒÉÅ A ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏ: A(x_i) = ¸_ix_i.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ, É ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ⨁ ¸∈Spec A

H_¸:

úÁÄÁÞÁ 12.56 (*). ðÕÓÔØ A_¸ | ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ A_¸ ÄÉÁ- ÇÏÎÁÌØÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 12.57 (*). ïÐÅÒÁÔÏÒ U ÎÁ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ UU^∗ = U^∗U = Id. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (U + ¸Id(x); U − —¸Id(x)) = (1 − |¸|^2)|x|^2 úÁÄÁÞÁ 12.58 (*). ðÕÓÔØ U | ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ U − Id ËÏÍÐÁËÔÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ U ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

úÁÄÁÞÁ 12.59 (*). œÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÂÅÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÞÔÏ U − Id ËÏÍÐÁËÔÎÏ?

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 7 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 12, version 1.0, 07.05.2010