äÌÑ ÚÁÞÅÔÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔËÕ ÎÁÄÏ ÓÄÁÔØ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ ÚŒÅÚÄÏÞÅË. úÁÄÁÞÉ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ. óÄÁŒÛÉÍ k ÚÁÄÁÞ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ 2k ÚÁÄÁÞ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÉÓÔÏÞËÁ. úÁÄÁÞÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ (!), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÁŒÁÔØ ŒÓÅÍ.

áÎÁÌÉÚ 10: üÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

10.1. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÍÏÄÕÌÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.1. ðÕÓÔØ A; B | ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ R, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Di¸^i(A; B) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÐÏÒÑÄËÁ i ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏ.

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Di¸^0(A; B) | ÜÔÏ R-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ A Œ B. k-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D : A −→ B ÌÅÖÉÔ Œ Di¸^i(A; B), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ r ∈ R, ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [D; r](a) = D(ra) − rD(a)

ÌÅÖÉÔ Œ Di¸^{i−1}(A; B).

úÁÄÁÞÁ 10.1. ðÕÓÔØ A; B; C | R-ÍÏÄÕÌÉ, Á D_1 : A −→ B, D_2 : B −→ C - ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ- ÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÐÏÒÑÄËÁ i, j. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ D_1D_2 | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ i + j.

úÁÄÁÞÁ 10.2. ðÕÓÔØ R | ËÏÌØÃÏ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ k[t], Á B | R-ÍÏÄÕÌØ, ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÊ ËÁË ŒÅËÔÏÒ- ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ k, Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ tR = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Di¸^i(R; B) | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ k-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ k[t] Œ k, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ t^{i+j} Œ 0, ÄÌÑ ŒÓÅÈ j ¿ 0.

úÁÄÁÞÁ 10.3 (*). ðÕÓÔØ R | ËÏÌØÃÏ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ k[t], Á A É B - R-ÍÏÄÕÌÉ, ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÎÁÄ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Di¸^∗(A; B) | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ k-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ A Œ B.

úÁÄÁÞÁ 10.4 (*). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Di¸^∗(A; B) ËÁË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÆÉÌØÔÒÁÃÉÅÊ, É ÐÕÓÔØ S^i(A; B) := Di¸^i(A; B)= Di¸^{i−1}(A; B) | ÐÒÉÓÏÅÄÉ- ÎÅÎÎÙÅ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ⊕_iS^i(A; B) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ⊕_iS^i ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.2. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ⊕_iS^i(A; B) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÈ ÉÚ A Œ B.

úÁÄÁÞÁ 10.5 (!). œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

⊕_iS^i(F; G) ∼= Sym^i T M ⊗ Hom_C∞_M (F; G); (10.1)

ÇÄÅ Hom_C∞_M (F; G) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÉÚ F Œ G.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ F É G ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙ, Á ÉÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÅÞÅÎÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÍÏÄÕÌÑÍ ŒÉÄÁ C^∞M^n. òÅÁÌÉÚÏŒÁŒ F É G ËÁË ÐÒÑÍÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ, ŒÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (10.1) ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ.

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 1 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 10, version 1.1, 09.04.2010

úÁÄÁÞÁ 10.6. ðÕÓÔØ M | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÙ ÄŒÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ F É G. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÉÚ F Œ G ÌÏËÁÌØÎÙ: ÅÓÌÉ f ∈ F | ÓÅÞÅÎÉÅ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ Œ K ⊂ M, ÔÏ ÎÏÓÉÔÅÌØ D(f) ÔÏÖÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ K, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ D ∈ Di¸^i(F; G).

úÁÄÁÞÁ 10.7 (*). ðÕÓÔØ x ∈ M ÔÏÞËÁ, Á m_x | ÅÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ. œÙÐÏÌÎÅÎ ÌÉ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ (10.1) Œ ÓÌÕÞÁÅ F = C^∞M, G = C^∞M=m_x? á Œ ÓÌÕÞÁÅ G = C^∞M, F = C^∞M=m_x?

10.2. üÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.3. ðÕÓÔØ F , G | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ ÇÌÁÄËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ M, Á D ∈ Di¸^i(F; G) - ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ i (ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÅÞÅÎÉÊ ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ÂÕËŒÏÊ, ÞÔÏ É ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ Symb(D) ËÌÁÓÓ D Œ

S^i(F; G) := Di¸^i(F; G)= Di¸^{i−1}(F; G)

üÔÏÔ ËÌÁÓÓ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍŒÏÌÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ D. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (10.1), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ Symb(D) ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Sym^i T M ⊗ Hom(F; G):

úÁÄÁÞÁ 10.8. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ ß : T^∗M −→ M ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ Sym^i T M ⊗ Hom(F; G) É ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ ß^∗ Hom(F; G), ËÏÔÏ- ÒÙÅ ÚÁÄÁÎÙ Hom(F; G)-ÚÎÁÞÎÙÍÉ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ i ÎÁ ÓÌÏÑÈ ß.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÓÉÍŒÏÌ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ËÁË Hom(F; G)-ÚÎÁÞÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ T^∗M, ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÎÁ ÓÌÏÑÈ.

úÁÄÁÞÁ 10.9 (!). ðÕÓÔØ D_1 : F −→ G, D_2 : G −→ H - ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. œÙÞÉÓÌÉ- ÔÅ ÓÉÍŒÏÌ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ D_1D_2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÉÍŒÏÌ D_1D_2 ÒÁŒÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÓÉÍŒÏÌÏŒ D_1 É D_2, ÇÄÅ ÓÉÍŒÏÌÙ D_1, D_2 ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ËÁË ÓÅÞÅÎÉÑ ß^∗ Hom(F; G), ß^∗ Hom(G; H), ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÐÏ ÓÌÏÑÍ, ß : T^∗M −→ M ÜÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ, Á ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ

ß^∗ Hom(F; G) × ß^∗ Hom(G; H) −→ ß^∗ Hom(F; H)

ÚÁÄÁÎÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.4. ðÕÓÔØ B | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ M, Á Tot B ÅÇÏ ÔÏÔÁÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ. îÕÌÅŒÙÍ ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÕÌÅŒÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ Tot B.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.5. ðÕÓÔØ F , G | n-ÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ ÇÌÁÄËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÅÍ M, D ∈ Di¸^i(F; G) | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ i, Á Symb(D) ∈ Sym^i T M ⊗ Hom(F; G) | ÅÇÏ ÓÉÍŒÏÌ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Symb(D) ËÁË Hom(F; G)-ÚÎÁÞÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ËÏËÁÓÁÔÅÌØ- ÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ T^∗M, ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÎÁ ÓÌÏÑÈ ÐÒÏÅËÃÉÉ T^∗M^ß−→ M, ÔÏ ÅÓÔØ ËÁË ÓÅÞÅÎÉÅ s_D ∈ ß^∗ Hom(F; G). ïÐÅÒÁÔÏÒ D ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ s_D ÏÂÒÁÔÉÍ ŒÎÅ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ T^∗M.

úÁÄÁÞÁ 10.10. ðÕÓÔØ M = R^n, Á ´ : C^∞M −→ C^∞M | ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

´(f) = ∑ i d^2f dx^2_i

ÇÄÅ x_i | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ R^n. îÁÊÄÉÔÅ ÓÉÍŒÏÌ ´. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÎ.

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 2 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 10, version 1.1, 09.04.2010

úÁÄÁÞÁ 10.11 (!). îÁÊÄÉÔÅ ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ ´ : ~^∗M −→ ~^∗M. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÎ.

úÁÄÁÞÁ 10.12 (!). ðÕÓÔØ D_1; D_2 : B −→ B | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ D_1D_2 ÜÌÌÉÐÔÉÞÎÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ D_1 É D_2 | ÔÏÖÅ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÙ.

úÁÄÁÞÁ 10.13 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ d + d^∗ : ~^∗M −→ ~^∗M ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ. õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

10.3. óŒÑÚÎÏÓÔØ ÎÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ

úÁÄÁÞÁ 10.14. ðÕÓÔØ V | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ R. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÄÕÌØ End(V ) := Hom_R(V; V ) É V^∗ := Hom_R(V; R). ðÕÓÔØ Ø : V ⊗ V^∗ −→ Hom_R(V; V ) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ v ⊗ ¸ Œ ¸(v).

Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÚÁÄÁÅÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ R-ÍÏÄÕÌÅÊ. äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ø | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÅÓÌÉ k ÜÔÏ ÐÏÌÅ, Á V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ.

Â. [*] ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ. œÓÅÇÄÁ ÌÉ Ø | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ? Œ. [*] ðÕÓÔØ V | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ. œÓÅÇÄÁ ÌÉ Ø | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ?

úÁÄÁÞÁ 10.15. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÄÅ òÁÍÁ d : C^∞M −→ ~^1M. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÓÉÍŒÏÌ Symb(d) ∈ T M ⊗ Hom(C^∞M; ~^1M) = T M ⊗ T^∗M ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ Id_{T M} ∈ End(T M) = T M ⊗ T^∗M. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.6. ðÕÓÔØ B | ÇÌÁÄËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ M, Á ∇ : B −→ B ⊗ ~^1M | ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ∇(fb) = b ⊗ df + f∇b;

ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C^∞M. ôÏÇÄÁ ∇ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ ÎÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ B. úÁÄÁÞÁ 10.16. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÎÁ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ C^∞M. úÁÄÁÞÁ 10.17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÅÓÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. úÁÄÁÞÁ 10.18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÉÍŒÏÌ Symb(∇) ∈ T M ⊗Hom(B; ~^1M ⊗B) ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ∇ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ Id_{T M} ⊗ Id_B : T M ⊗ T^∗M ⊗ Hom(B; B).

úÁÄÁÞÁ 10.19 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ffi : B −→ B ⊗ ~^1M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÓÉÍŒÏÌ ÒÁŒÅÎ Id_{T M} ⊗ Id_B .

úÁÄÁÞÁ 10.20. ðÕÓÔØ ∇_A; ∇_B ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÎÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÈ A É B. úÁÄÁÄÉÍ ÎÁ A ⊗ B ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ìÅÊÂÎÉÃÁ: ∇(a ⊗ b) := ∇_A(a) ⊗ b + a ⊗ ∇_B (b):

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ.

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 3 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 10, version 1.1, 09.04.2010

úÁÄÁÞÁ 10.21. ðÕÓÔØ B := B_1 ⊕B_2 | ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ÐÒÉÞÅÍ ÎÁ B ÚÁÄÁÎÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ∇. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ ß_1 ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ ÉÚ B Œ B_1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

∇ ∘ ß_1 ⊗ Id_~1_M : B_1 −→ B_1 ⊗ ~^1M

ÜÔÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÎÁ B_1.

úÁÄÁÞÁ 10.22 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ É ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

10.4. ðÒÉÎÃÉÐ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÄÌÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏ- ÒÑÄËÁ

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ D : C^∞R^n −→ C^∞R^n { ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, Á x_1; :::; x_n { ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ôÏÇÄÁ D ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

D(f) = ∑ i;j A^{ij} d^2f dx_idx_j + ∑ i B^i df dx_i

+ Cf; (10.2)

ÇÄÅ A^{ij} : R^n −→ Sym^2 R^n ÍÁÔÒÉÞÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ R^n, B^i : R^n −→ R^n | 1-ÆÏÒÍÁ ÎÁ R^n, Á C | ÆÕÎËÃÉÑ (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ).

úÁÄÁÞÁ 10.23. ðÕÓÔØ D | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ R^n, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (10.2).

Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A^{ij} ÜÔÏ ÅÇÏ ÓÉÍŒÏÌ.

Â. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ D ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉÃÁ A^{ij} ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÉÌÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.7. ðÕÓÔØ D : C^∞M −→ C^∞M { ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, Á Symb(D) ∈ S^2T M ÅÇÏ ÓÉÍŒÏÌ. íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ Symb(D) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ¸ ∈ T^∗, ÉÍÅÅÍ Symb(D)(¸; ¸) ¿ 0.

úÁÄÁÞÁ 10.24 (!). ðÕÓÔØ D : C^∞M −→ C^∞M { ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÉÍŒÏÌ Symb(D) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ, ÌÉÂÏ Symb(−D) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÔÎÙÎÅ É ÄÏ ËÏÎÃÁ ÜÔÏÇÏ ÌÉÓÔÏÞËÁ, D : C^∞M −→ C^∞M { ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÓÉÍŒÏÌ D ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ, Á D(1) = 0.

úÁÄÁÞÁ 10.25. ðÕÓÔØ f ∈ C^∞M ÉÍÅÅÔ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÍÁËÓÉÍÕÍ Œ ÔÏÞËÅ z. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ D(f) ⩽ 0.

úÁÄÁÞÁ 10.26 (!). ðÕÓÔØ f ∈ C^∞M, Á D(f) ¿ 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ f ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ.

úÁÄÁÞÁ 10.27. ðÕÓÔØ D : C^∞R^n −→ C^∞R^n { ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (10.2), ÐÒÉÞÅÍ C = 0. ðÕÓÔØ D(f) ⩾ 0, Á ˘ ∈ R^{¿0} ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ˘A^{1;1} ¿ B^1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ D(f + Œ_”) ¿ 0, ÇÄÅ Œ_” = ”e^{˘x1} , ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0.

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 4 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 10, version 1.1, 09.04.2010

úÁÄÁÞÁ 10.28. ðÕÓÔØ D : C^∞R^n −→ C^∞R^n { ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (10.2), ÐÒÉÞÅÍ C = 0, ˙ ⊂ R^n ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ, Á f | ÆÕÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ŒÎÕÔÒÉ ˙.

Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ˘ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ˘A^{1;1} ¿ B^1 ÎÁ ˙. Â. ðÕÓÔØ ffi := sup_˙ f − sup_{@˙} f ¿ 0. œÙÂÅÒÅÍ ” ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ sup_˙ Œ_” ¡^ffi_2 . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f + Œ_” ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍ ŒÎÕÔÒÉ ÏÂÌÁÓÔÉ ˙.

Œ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ D(f + Œ_”) ¿ D(f) úÁÄÁÞÁ 10.29 (!). (óÌÁÂÙÊ ÐÒÉÎÃÉÐ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÄÌÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ). ðÕÓÔØ D : C^∞M −→ C^∞M { ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÓÉÍŒÏÌ D ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ, Á D(1) = 0, Á f ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ D(f) ⩾ 0. ôÏÇÄÁ Õ f ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÍÁËÓÉÍÕÍÏŒ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ. úÁÄÁÞÁ 10.30 (**). (óÉÌØÎÙÊ ÐÒÉÎÃÉÐ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ).

œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f(m) ¡ sup_M f ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ m ∈ M. úÁÄÁÞÁ 10.31. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÉÌØÎÙÊ ÐÒÉÎÃÉÐ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ, ÅÓÌÉ M = R^n, Á D ÜÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁ- ÓÁ. úÁÄÁÞÁ 10.32 (*). ðÕÓÔØ B_R(0) ⊂ R^n { ÛÁÒ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ, Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ 0 É ÒÁÄÉÕÓÏÍ R, Á x ∈ B_R(0) | ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ 3r ¡ R, ÇÄÅ r = |z|. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ B_R(0) ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

f(x) ⩽ ∫ B_{2r} (0) f

Vol(B_r) É f(x) ⩾ ∫ B_{2r} (0) f

Vol(B_{3r}) : úÁÄÁÞÁ 10.33 (*). (îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ èÁÒÎÁËÁ) ðÕÓÔØ ˙ | ÏÂÌÁÓÔØ Œ R^n, ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÏ É ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÛÁÒÅ B ⊂ R^n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄeÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔa C ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C^∞B, ŒÅÒÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ sup_˙ f ⩾ C inf_˙ f

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 5 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 10, version 1.1, 09.04.2010